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IIpearosop

Y mucamy OBe KIbUTe OCJOHWJIM CMO Ce Ha Tpe/laBaiba M BexKOe Koje CMO
npxKajau Ha npeamery Ananmsa 3 3a cmep Mudbopmaruka Ha MaremMaTuakoMm
dakynrery v Beorpamy. Amnanmsa 3 je, y €B0jOj CYIITHHU, OA3WIHU TIPETJIE
Teopuje byHKIHja BUIle TPOMEHJPUBUX Y3 KpaTaK OCBPT HA METOJIE PeIaBaiba,
HEKUX THUMOBa mudepennujanunx jeqHadnna. (OBaj mpeaMer je TPUPOJIHU Ha-
CTaBaK W YOMIITeme obpahennx TeMa audepeHnuparma U HTerpaimje QyHKIja,
jenue mpomersbuBe. CIMYaH caapiKaj, ajii ONMITUPHUAJH U €A TeTaJbHUJUM TTPUCTY-
moMm, uMa mpeaMer Ananmuza 2 Ha Moayay Maremaruka. CrymeHTHMMa HAa OBUM
mpeIMeTuMa Takohe MOyKe OWTH KOPHUCTAH OBaj TEKCT, KA0 YBOJ M OCHOBA 33
majbe M3ydaBame Koje OBU MpeaMeTH moapasyMenajy. Cmarpamo ga he crymaen-
THUMa, HajBUITIE TIOMONKM MHOIITBO PeITeHnX MpUMepa M 33aTaKa, Kao U JOBOJHAH
Opoj 3asaraka 3a BekOy (ca KpajibuM PE3yNTaThMa) ca TPETXOAHUX UCIUTHUX
poKOBa. 3ajaly U IpuMepH y Tekcry Tpedaso 6u ja objacHe jrepuHUCAHE T10]-
MOBe u TBplermna, Kao U Ja OJIAKITNAjy JaJbe IUTarbe, JIOK Cy 3a7ali TaTH Ha KPajy
CBaKe IViaB€ 3aMHUII/bLCHHU KaO IIPpHUIIPEMa CTy,ILeHTa 3a MUCMEHU UCIIUT.

Cajip:kaj Kebure MojesbeH je Ha cejgaM riasa. [IpBux mer riasa npejcraBiba
rPa/IMBO MPEAMETA, MIPU YEMY CE€ CBAKA IJIABA CACTOjU OJI TEOPHUjCKOI Jieja, pe-
MEHNX 33/1aTaKa ¥ 33/[aTaka 33, CAMOCTaJIaH paj. Pemema 3a7araka ce Hagase y
CeJIMO]j TJIABH, C THM Ja CYy 33JIaIlh U3 TOTJIABbA, ,PEITIeHN 33,1a1ii’ TTOCTYITHO U
JeTasbHO ypaheru, a 3a 3a7aTKe W3 TOTJIaB/ha, ,,3aJAITH 33, CAMOCTAJIAH paa’ daTH
Cy Kpajibu pe3y/iTaTu. ¥ IIeCTOj IJIaBU Cy JA0KA3aHE TEOPeMe YMju JOKA3U HUCY
06aBe3HM 33 Pa3yMeBabe TPAINBA KA0 TETMHE U MOTY OMTH M3a30B 33, YNTAOIA.

[TpBe aBe rmase mocsehene cy byHKIMjaMa BUTIIE TTPOMEH/BUBUX U JIU(EPEH-
urjajgaoMm pauyHny. Merpuuka cBojcTBa npocropa R mpeHeceHa cy Ha TPOCTOP
R"™ u cdopmynucane cy mosHare Teopeme ca KypceBa Anasmsa 1 w 2 y ommrru-
joj curyanuju. IloHOBO TOBOPMMO O HU30BMMA U HENPEKWUHOCTH, M YOIIIIITa-
Bame TojMa, IrepeHImjabuIHOCTH 3aXTeBa 030M/BPHUJU TPUCTYN U TofAcename
Ha MOjaM JIMHEAPHOT oreparopa. |[OoBOPUMO O JOBOJBHUM YCJIOBUMA AudpepeH-
[IMjaOMITHOCTH, OTHOCY HEMPEKUIHOCTH W Au(DEePEHITHjabuIHOCTA W MPBU TYT CE
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cpehemMo ca M3y3eTHO BaXKHUM OneparopoM V — 3a MOYeTak €a FheroBuM Haj-
jeHOCTAaBHUjUM JiejcTBOM, rpaaujenToM dyuknuje. Ca (yHKIMja npesa3nMo
Ha TpecanKaBama ca BpegnoctrMa y R™. Kao m y cayuajy dyuxkmumja jemme
[IPOMEH/bUBE, HEIIPEKUTHOCT Ce YBOJU HEIOCPeIHO, M0K medunucame audepen-
nujabuaHoCcTH (PYHKIIHNjA BHINE MIPOMEH/BUBHX U BEKTOP-PYHKIHja JOBOIM 10
yBohemwa pasHux HOBUX mojmoBa. Ilomohy Jakobujee marpuiie JIaKO MOZKEMO
OIUCATH U3BOJI CJI0KeHe BeKTOp-(YHKIMje BHIle IIPOMeH/buBuX. lIpe HEro mro
npehemo Ha u3BOJE BUIlEr pejia, DABUMO C€ I'€OMETPHjCKHUM IIOIJIEIOM Ha I0-
jaMm mudepeHujadbuaHOCTH. leoMeTpHjcKka HMHTEpIIpeTamnja u3BoAa (PYHKIIHje
jenmHe IpOMEHJbUBE jecTe KOoedHIHjeHT MPAaBIla TaHreHTe Ha rpaduk (PyHKIHje
y oaroapajyhoj tauku. ¥ caydajy yHKIHja BUIIE IPOMEH/bUBUX, IHEH IPaIH-
jenr Oulie BekTOp HOpMase TanreHTe Ha Junuje HEUBOA (f(T,y) = ) y caydajy
JIBe TTPOMEH/bUBE, OJJHOCHO TAHI'€HTHE PABHU HA IIOBPIIA HUBOA y CIAyd4ajy TPHU
npomensbuse (f(x,y, z) = ¢). Hakon yBofiewa Tejioposor mosmHOMa, OPeaa3uMo
Ha BakKHY TEOPHjy JIOKATHUX eKcTpeMyMma. [ledununiemo kBajapatHy GhopMmy, u
Ha TOM je3uKy (POPMYJIHIIEMO KPUTEPHjyMe Kala je CTAIMOHAPHA TAYKa TAdKa,
JIOKAJTHOT' eKCTpeMyMa, a Kaja He. Takohe ce ymozHajemMo ca BaXKHOM TEXHHUKOM
JlarpaHKeBuX MHOXKHJIAIA, IOMONY KOjé MOXKEMO OJIpE/IUTH JIOKAJTHE EKCTPEMYMe
dyHKIHje Ha ,,IPaBUJIHOM” IIOACKYILY JHOMEHA.

Y tpehoj rnaBu pedurUIeMo uHTErpan (hbyHKIHje JIBe U TPU TPOMEHJbUBE,
T3B. IBOCTPYKW U TPOCTPYKH UHTErPAJ, KOjU Cy TPUPOIHO YOIIIITEHhe HHTErPaJIa
dyHKIIHje jenHe MpoMeHbUBe. [IaBHY TEXHHUKY 33 U3PadyHABAaIbe BUIIECTPYKUX
nHTerpaJsa ngaje Ham ®ybOuHujeBa Teopema, KOja yCIOCTaBJ/ha Be3y u3Mely Bu-
MIECTPYKUX U TIOHOB/bEHMX jeIHOCTPpYKUX uHTerpasa. OBy Teopemy dhopmyiu-
MeMO y CJIy4Yajy HenmpeKuanuxX (HyHKIHja, U CTpOr Jokas jajemo y Jlomarky.
Bure naxkme nocsehyjemMo pasjanimaBamy U UHTYUTHBHOM CXBaTamby OBE TeOpe-
Me, ociamajyhu ce Ha KaBanujepujes nmpunrun. BaxkHa TeXHUKa 3a U3padyHa-
Bame WHTErpaJa je, Kao MTo Beh 3HaMo, cMeHa TpoMeHsbuBe. TeopeMy O cMeHU
MIPOMEHJbUBE Y BUIIECTPYKOM HHTErPAIY JIOKA3Y]jEMO CAMO Y CIENUjaTHUM CIyda-
jeBUMa TIoJIapHe, MWINHApUYHe u cdepHe cMeHe, cMaTpajyhu j1a je 3a morpebe
OBOT' Kypca TO JIOBOJHHO.

YeTBpTy 1y1aBYy MOYNHEMO JTebUHUCAHEM KPUBOJWHH)CKOT WHTerpasa QyHK-
1Mje, Kao jOIl jeIHOT yomrTema ojapehemnor muTerpana. OBOr myTra cerMeHT
[a, b] HElieMO 3aMeHUTH BOAMMEH3MOHAIHUM CKyIoM, Behi kpuBoM. Haxon tora
YBOJAMMO KPUBOJIMHUjCKH WHTETPAJT BEKTOPCKOT TT0JhA W TOBOPUMO O OPUjEHTAITN]jH
kpuBe. Popmynuiniemo I'puHOBY Teopemy, KOja TOBOIW Y Be3y KPUBOJIWHUJCKU U
JIBOCTPYKH WHTErPAJI, OJHOCHO M3BO/I M TPAHUITY cKyna — Oamr kKao byra—Jlajonu-
moBa Gopmyna 3a oapehenu wunterpan. Cream uzjarame O KOH3EPBATHBHUM
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BEKTOPCKUM TI0JbUMa, HE3ABUCHOCTU WHTErpaJia OJ MyTame 10 KOjoj MHTerpa-
JINMO W yCJIOBUMA TTOJI, KOjuMa, ce To jermana. [loriaBpe HAcTaB/baMo yBOhemeM
MOBPITUHCKOT WHTErpaJja, Hajiupe (PyHKIUje, & 3aTUM BEKTOPCKOT 1moJba. [loHOBO
pa3MarpamMo II0jaM OpHjeHTallyje, OBOI' IIyTa IIOBPIIH, 118 MOBOPUMO O jeIUHHY-
HOj HOpManu Ha moBpil. Ilornasibe 3aBpIIaBaMoO IOBPATKOM Ha oneparop V
u CrokcoBom u ['aycoBoM (opMmysioM, Koje MMOBe3yjy HOBPIIMHCKH HHTErPAJ Ca
KPUBOJIMHUjCKUM ¥ TPOCTPYKHUM HHTErpajioM, pecrnektuBHo. OBe nBe Teopeme,
Kao u ['puHOBa, 3aIIpaBo Cy CIennjaJHu CaydajeBu jeqHe nyOoKe 1 BazkKHE Teope-
Me, KOja yCIOCTaBjba AyaJHOCT u3Mely rpasuiie ckyma (TOMOJOMIKOr MOjMa), C
jenne crpane, oneparopa V (QaHATUTHYKOr HOjMA), C Apyre. Y IIHTAKY je OIIITa
CrokcoBa TeopeMa, KOja M3Jia3u W3 OKBUPA OBOI' Kypca, a jecTe KOpeH MHOI'UX
CTYJIEHTUMA TIO3HATUX TeOpPeMa.

Tema mere rmape cy gudepeHIIHjaTHe jeJHAYNHE, ONHOCHO jeIHAYNHE Y KO-
juMma durypuiy Hemo3Hara (yHKIOWja W HeHH u3Boaud. Behwunny mudepeniiu-
jaTHUX jegHAYHHA HHje MOryle eKCILIHIIATHO PEIlnTH, Ia H3OBajaMO HEKOJIHKO
OCHOBHMX THIIOBa JudepeHIHjaTHuX jeJHauYrHa IIPBOI pela U IIPeCTaB/haMO
TeXHUKE 3a BbHXOBO pelliaBatbe. Takohe roBopuMo o JnHeapHo] AudepeHIrjaaHo]
jeTHAYMHU BUIIIET PeJia KOja ce MOYKe PElIUTH MO3HATHUM aJrOPUTMOM Y BEJTUKOM
Opojy ciydajesa.

IIpe cBera xenumo ga 3axBajimMo pernenzenTuma Tamapu Konennn u Bpa-
uuciaaBy IlpBynoeuhy, Kao u Jsiekropy Crasuiiu KosemuH, Koju Cy meJaHTHO U
nmocBeheHo MPoYnUTaId PYKOIHUC U KOjU Cy CBOjUM IpuMeadama JONPUHENTH I
ce W3 TEeKCTa YKJIOHEe MHOTEe Tpelike W HEJOCTall, U THMe 3HATHO ITOINPaBUIN
KBAJIUTET W3JIararba. TOKOM TeXHWYKe oOpajie TeKCTa BeoMa HaM je ITOMOrao
Cnasko Monoma. Ilocebny zaxsamnoct ayryjemo Tujanu IlykumoBuh koja je
nMaJja CTPIJbeha M BOJbE Jla HAIPpTa CBE CJMKE, 3a KOje CMaTpaMo Ja MHOI'O J0-
MpUHOCE JIAKIIIEM YUTay U pa3yMeBaiby TekcTa. Takobhe ce 3axBasbyjemMo Munuiiu
Josastekuh u Bykamuny CrojucapeBuhy, Koju €y, KA0 aCUCTEHTH Ha MPEIMETY,
JaJId CBOj JOTPUHOC y onabupy 3ajaTaka 3a BexKOy, W M UM Kojerama Pu-
auny 2Kusanosuhy, Hymany Jokcumosuhy u Muaneny 3ekuhy Ha yKas3uBaiby
Ha TpeIIKe U mporycre y Tekery. CBecHH CMO /1a U TOPE] BEJTUKE MaXKibe KOjy
CMO TIOCBETHJIN MTACAY OBOT YIIOEHUKA, ojipeheHn Opoj rperiaka CUrypHO MTOCTOjH.
Buhemo 3axBaiau cBaKOM YHMTAOIly KOjU HaM yKayke Ha MPOIYCTe.
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I''IABA 1

DyHKIIMje BUIIE MPOMEHJbUBUX

Ha mpemvery Amanusa 1 mpoydaBaiaum CMO HH30BE peaqHux OpojeBa u HeKa
cBojcTBa (DYHKIIMjE je/lHe DeaHe MPOMEH/bUBE (HENPEKUITHOCT, JUMec, aude-
pernujabuaHOCT). Y 0BOj IviaBH yommTulieMo HeKe Of OBUX IOjMOBa (JIMMeC u
HEIIPEKUTHOCT ) Ha CIy4aj Hu3oBa y R™ u GhyHKIHMja BUIle PEATHUX IPOMEH/bUBUX.
Came neduHHUIEje HOBUX II0jJMOBA HE PA3JIMKYjy Ce MHOI'O OJ1 OHMX KOje Beh 3HaMO
aKO aICOJIyTHY BpeJHOCT pasiuke |r — y| y R cxBarumo kao pacrojame d(x,y)
u3mely oBa peanma O6poja. Bupehemo m ma cBojcTBa mmMeca M HEMPEKHIHOCTH
Bayke M y CJAydajy (PyHKIHja BHIIE TPOMEHbUBUX.

Y vekuMm TBphemuma hemo paguTu y ommreMm Caydajy, ca ypeheHuM n-Top-
KaMa, a y HeKuM, aKo CMaTpaMmo ja fie TO M0jeTHOCTABUTU 3aIlUC U JOIPUHETH
pasymMmeBamy, ca ypehenum mapoBuma uiaum Tpojkama. CaBeryjeMo 4UTAOIly Ja
TBphema Koja cy mara y ommreM caydajy (R™) dopmysuie u 3aMucan y KOHKPET-
HoMm (n = 1,2,3), oHa Koja cy mara 3a ypehene mapoee dopmyuiie 3a ypehene
TPOjKe 1 00paTHO (OBO je U caaprKaj HEKUX 33JIaTaka y TEKCTY).

Y KOHKpeTHUM 33JaluMa, CIy>KnheMo ce cTapuM TPUKOBUMAa KaJia XOheMo
J1a MMOKasKeMO 1 HEeKU JIUMeC He IIOCTOjH WX Ja HeKa (hYHKIIMja HUje HeIPEeKHIHA,
(momohy KapakTepu3alyje JUMeca W HENPEKUIHOCTH MIPEKO HU30BA), JOK hemo,
y Clydajy Ja KeJUMO Jla TOKayKeMO Jia HeKW (HeOuHrJIe[aH) JIMMEC IIOCTOjH,
KOPHUCTUTH jeJHOCTaBHE IIPOIEHE, W YeCTO MPEeJas3suTh Ha MoJjapHe KOOpIWHATe
x =rcosf, y = rsinf. Ilpenazak Ha mojiapHe KOOPJAUHATE y 33/IAIUMAa Y OBOj
[JIABH MOKEMO Ja CXBATUMO KaO CMeHy IpoMeHsbuBe y smMecy. Ca momapHUM
KoopIHaTaMa hemo ce cycpecTu u KacHuje y KibU3H, KO/ JBOCTPYKUX HHTErpaa.

[ITo ce THYe TIpecauKaBama Koja MMajy Bpeanoctu y RF sunehemo na ce
CBa CBOjCTBa MpPeHOCce Ha KOOpAWHATHE (DYHKITHje, U 3aTO OBA MPECTUKABAA OCTA~
BJbAMO 33 KPaj.



I''IABA 2

udepennujasuu pauyyH (pyHKIIHja BUIIE TPOMEH/bUBUX

Y oBOj riaBu 0aBUMO ce W3BOAMMAa (GyHKIHja BuUile npomenbuBux. Cama
TO BWIIE HUj€ TTPABOJUHUjCKO YOTIITEHE KA0 MITO je OMo ciydaj ca JuMecuMma.
Ymo3znaheMo ce ca mapujaJIHuM U3BOINMA, KAO HEUYNM HAjOTUKUM M3BOTY KOjU
nozuajeMo u3 Amanmuse 1, aau u ca (HOBMM) KOHIIEMTOM M3BOJA KAO JIMHEAPHOT
MpecInKaBamba Koje ce Mema OJ1 Tadke /0 Tavyke. 3Boammo mpasmia 3a W3BOI
KOMTIO3UIINje ¥ WHBep3He (pyHKIMje, Koja, NaKO YONIITeha CAyUaja jeaHe mpo-
MEHJbUBE, OBJE TJIEJAMO y HOBOM CBETJY KOMIIO3WIIMje W WHBEP3a JIMHEAPHUX
MPECTNKABAbA.

Yuo3nahemo ce ca npumenama jaudepeHInjajHOr PAYyHA y FeOMETpHju —
TAHTEHTAMa Ha KPUBE W TAHTEHTHUM PaBHUMA Ha moBpii. llomohy n3Boma Buier
pena u Tejaoposor mosmHOMA HayunheMmo ja AmpPOKCUMUPAMO (DYHKITHjE BUITIE
[IPOMEH/bUBHAX IOJMHOMKMA BHINE IIPOMEHbUBHX. BumehemMo Kaxo 13 oapemu-
MO ekcTpemMyMe (DyHKIMja BUINE TPOMEHJFUBUX, OIHOCHO, KOjU Cy TmOTpebHu u
JIOBOJHHU YCJIOBH /13 OW (PYHKIM]a BUINE TMPOMEH/HPUBUX Yy HEKOj TAYKH WMAJIA
JIOKAJIHU MWHUMYM i Makcumym. W Ha Kpajy, Hayumhemo kako ja wHahemo
YCJIOBHE JIOKAJIHE €KCTPeMyMe, OJHOCHO MaKCUMyMe W MUHuUMyMe (DyHKIHje y
cCUTyaIjamMa y KOjuMa MpOMEeH/bUBe HUCY He3aBucHe, Beh Be3ane. OBo cy mpobdie-
MU ONTHMHU3AIKje, KaKO J1a Halhemo Hajbospy BpemnocT (Hajsehy wmim HajMarmy, y
3aBUCHOCTH O] CUTyaI¥je), Tpu oapeleHnM yCcaoBuMa KOje MOpaMo /1 TMOIITYjeMO.
Meron koju hemo yuuru je meros Jlarpamskesux! MHOKUIAIA.

1Joseph—Louis Lagrange (1736-1813), uTagnjaHCKH MaTeMaTHYIap U aCTPOHOM.
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I'’”IABA 3

JIBOCTpPYKM U TPOCTPYKU MHTETrpaIn

Y Ananusu 2 cmo nedunucanu uaTerpas GyHKIMje HA HHTEPBAILY [a, b] Kao
IPAHUYHY BPEJIHOCT 30Mpa NOBPINMHA MAajuX [PABOYraOHUKA, KOjU Cy 3a OC-
HoBULLy MMasun Ax; = x; — ¥j_1, a 3a Bucuny Bpensocr f(§;) dbyukuuje fy
HeKOj Tauku &; € [r;_1,x;]. IBocrpyku u Tpocrpyku unrerpan hemo nedu-
Hucatu ciaudHo. JlpocTpyku umHTerpaJ he ouru nedunucan 3a yHKINje IABe
IPOMEHJbUBE, a TPOCTPYKH 3a (YHKIMje TPpU HIpoMeHsbuBe. /Jly:KWHY OCHOBHUIIE
MAaJIOI IIPABOYIAOHMKA KOjHU je yd4ecTBOBAO y JAeMUHUIHM]U jeIHOCTPYKOr HHTe-
rpajia 3aMeHuNeMO MOBPIITUHOM MAaJIOT IIPAaBOYTAOHWKA y CIyYajy JABOCTPYKOT,
Tj. 3aPEMUHOM MAJIOT KBaJIpa y CJIy4ajy TPOCTPYKOr MHTErpasa. 3aTuM hemo
dopMuparu urerpanne cyme, u, Kao y Ananusu 2, uHTErpas AedUHUCATH KO
JINMEC WHTETPAJIHAX CYyMa y MPOCTOPY MOIeNA.

Omo mrTo je HoBO y omHocy Ha uHTerpan y R jecte kiaca cKymoBa 10 KOjuMa
uHTerpaanMo dyskimje. ¥ R cMo mHTerpa nam yaraBHOM caMo MO HHTEPBAJIAMA,
JIOK y cJydajy DYHKIHja BUIIe TPOMEHbUBUX MHTETPAJINMO TIPe CBEra IO MIPBUM
YOIIITelbUMA WHTEPBAsa (& TO Cy MPABOYraOHWIM W KBAJIPH), ajJd U [0 MHOTO
Behoj KJIacu CKYMOBa, PAa3HUX OOJIMKA.

leomeTpujcka MHTEPIPETAIINja JBOCTPYKOT WHTETPAJIA CIUIHA je KAo y CIy-
49ajy jeTHOCTPYKOT: WHTerpaj (pyHKIIHje KOja je KOHCTAHTHA U jeTHAKA JeTUHUITH
jecre MOBpIIMHA O0JIACTH MO KOjO] MHTErpajuMo (y caydajy jejHe MpOMeHIbUBe
Ousa je Jy’KUHA UHTEPBAJa), a UHTErPAJ MO3UTHBHE (DYHKIIUjE jecTe 3alpEMUHA
06JTACTH ¥ TTPOCTOPY Mo Tpaduka pyHKIHje.

Kao y cny4dajy dbyHuknuje jeae mpoMeHIbUBE, HHTETPAJ PETKO PAYYHAMO TIO
nebWHUTIHjH. Y CIIy4ajy BUIIECTPYKUX WHTETPaJa, MPBU ajlaT 33 PadyHame HaM
je ®dybunujea TeopeMma (Koja HeMa CBOj aHasioroH y Anammsu 2). ®ybunujesa
TeopeMa CBOJM BUINECTPYKU WHTErpaJj Ha MOHOBIHEHW, KOjU YMEMO Ja M3pady-
HaMo momohy TexHuka u3 Anajuse 2.
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I'’IABA 4

KpuBouHIjCKI U MOBPIIMHCKN NHTETPAIHN

Y oBoj rmaBu hemo yOnmmTHTH TOjaM jeTHOCTPYKOT M JIBOCTPYKOT MHTETpaJia,
TaKO MITO heMo mpomupuTH KJIacy CKymoBa 1o Kojoj je moryhe naTerpasutu. To
Buitie Hehe GUTH TONCKYTIOBU peaJjiHe Oce WK paBHY (Jakje paBHu 00jeKTH), Beh
u KpuBW 00OjeKTH, OJTHOCHO KpuBe u moBpimu. Bumehemo na y oBom cayuajy
MOKEMO J]a WHTETPaJuMo (DYHKIIMje Kao U paHuje, aad U BeKTOPCKa Mmoskal, u Ja
cy y oba caydaja oBUM TIOjJMOBM YOMIIITeIha MHTETpaJja Koje Beh mo3Hajemo.

Y cayuajy dbyuximje, medUHUINja THTETPAJTA JTUIN HA OHEe Koje 3HaMO OJI-
paHmje: MHTerpajiHe cyMe cy 30up BpeaHocTH (PYHKIMjA Y TIOjeTUHUM TAUKAMA,
HOMHOKEHUM Ca MEPOM , MAJIMX’ CKYyTOBA (Jy?KHMHOM Yy CJIy4ajy KPUBOJUHK]CKOL,
OJIHOCHO TIOBPIITMHOM Yy CJIy4ajy HOBPIIMHCKOT MHTErPasa), a MHTErpas je JuMec
y 1pocropy nojesa. Kao u panuje, y KOHKPDETHUM CHTYaIlMjaMa UHTEIPAJIE HE
pauyunamo o jgedunurmju, Beh n3sogmmo (Gopmyne Koje cBojae KPWBOJWHUCKE
Ha, O0MtHe, 4 TOBPIIMUHCKE HA, JBOCTPYKE WHTErpaJe.

BekTopcka mospa iy KpuBux (HOBpIm) y R3 Cy TIPECTNKABAHA, Te(DUHUCAHA,
Ha KpuBaMa (moBpmmMa) ca BpeaHocTuMa y R3. O muMa MOKEMO pa3MHIIba-
TH Ka0 O CTPEJUIaMa ,3aKadeHuM’ 3a Jary KPHBY, OJHOCHO MOBDII (BUIETH
cauky 4.1). KpuBosmHujcKyu MHTErpa BEKTOPCKOT NOJba JIyK KpuBe jedunmIe
ce Kao KPUBOJIMHUJCKU UHTErpas (PyHKIMje KOja je TAaHT'eHTHA KOMIIOHEHTA, JATOr
BEKTOPCKOI' IIO0Jba. BaTO ce KpI/IBOJII/IHI/IjCKI/I HUHTErpaJi BEKTOPCKOI' II0Jba Yy2K
3aTBOpPEHE KPUBE HA3MBA U UYUPKYAGUUJA BEKTOPCKOT MMOJbaA, jep MepHU KOJUYUHY
UUPKYyJaluje 1mojba OKo Kpube. IIOBPHIMHCKY MHTErpaJi BEKTOPCKOT T0Jba 1Y 2K
Jare TOBPIY JepUHUAIIE Ce Kao MOBPIMUHCKA WHTErpas (PyHKIMje Koja TPe-
CTaBJ/ba HOPMAJIHY KOMIIOHEHTY /IATOT 110Jba. JlakJjie, MOBPITMHCKA WHTETrPAJI BEK-
TOPCKOT TI0Jha MEPH TTPOTOK TI0Jha KPO3 TOBPITT. 3aTO € OH HA3WBA U (PAYKC UITA
NPOMOK BEKTOPCKOT TI0/ba YK JIaTe MOBPIIIN.

'Bunern HaloMeny 4.2.
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udepennujaiue jegHadunHe

ZLlupepenyujarna jednavuna je jeTHaInHA y KOjoj je Hemo3HaTa PyHKIM)ja f, a
y K0jOj ce mojaBibyjy u3Boau dbyukimje f. Axo je f dyHKIHMja jeaHe TpoOMeHIbUBE,
Tasa ce JudepeHIrjaaHa jeITHaunHa Ha3uBa, 00uvHoM, a ako je f dyHkimja Buime
TPOMEH/BUBHX (TIa Ce Y jeTHAYNHU MOjaB/bY]y TAPIWjaTHU U3BOIN), TAAA CE jel-
HAYIMHA 30BE napyujairom audepeHtinjaanoM jeaadunoM. Hmp., jeamnaunnas

F(z,2',t) = mx"

(dpyru HbyrHOB 3aKkoH), y K0joj je © = x(t) Hemo3HaTa dyHKIM]jA, jecTe OOUIHA
mudepeHnnjanta, a jeHaqnHa y Kojoj je u = u(x,y, z,t) Henosuara ¢yHkmja

I " " "
Uy = a(uazz + uyy + uzz)

(jemmaumua mpoBohera TOIIIOTE) jecre napiwjaana audepeHIjaaHa jelHadnHa.
Ped nudepentmjanne jenraunne je peq Hajseher n3Boma KOju ce y ¥0j TTOjaBbyje.
Taxko je pen audepeHIIMjaTHNX jefHAYMHA W3 HABEIEHUX MpUMEpa, IBa. Permuru
I epeHITnjalny jeJHATHHY 3HAYW OAPEInTh cBe PyHKIMje f Koje je 3aI0B0ba-
Bajy. Belimny mudepennmjantnx jegnadnna TENKo je wian Hemoryhe pemmT u
Teopuja AudEpPeHITnjaJHIX jeIHaunHa ce DaBH MCIHTHBAILEM YCJIOBA 34 IIOCTO-
jambe W jeqUHCTBEHOCT peIlerha, OCODMHAMA pellelha, Kao M CBOjCTBHMA CKYIIa
pelema TaTuX jeTHAUNHA.

Mu hemo ce oae HGaBuTh camMo OOMYIHNUM NUQEPEHII]aJTHAM jeJTHATHHAMA, W
TO HEKMM HAajjeTHOCTABHUUM OOJHMIIMMA KOJH MOT'Y HEIOCPEIHO [Ia Ce pelle.

IIpe cBera hiemo onmucarn HEKOIUKO 00INKA TUEPEHIIN]ATHIX jeTHAYNHA IIP-
BOI' peJia U TeXHUKe 3a HBUXO0BO pemnapame. [lorom hemo ce baBuTu JuHEApHOM
jeIHAYMHOM BHIIET Pe/ia Ca KOHCTAHTHUM KOeMpUIujeHTuMa U KOMILIETHO OITUCATH
MOCTYTIaK HAJIaXKeHha CBUX heHUX Pellleha, Y XOMOT€HOM U HEXOMOTE€HOM CJIydajy.



I'’IABA 6

JlomaTak

6.1. lonarak y3 I'maBy 1

Hedunnumuja 6.1. Heka je V' Bekropcku mipocrop Ha nmosbeM R. Crasapru
npouseod - je byuknuja nedunucana na ckyny V x V (maksie npomeHsbuBe Cy
ypehenu naposu (u,v)), ca Bpegaocruma y R, koja uma caeneha csojcrsa:

(i) (Atug + Xoug) - v = A1(ug - v) + Aa(ug - v), 3a cBe cramape A\ u Ay u3
R (muneapnoCT);
(ii) v-u=u-v (cUMETpUIHOCT);

(iii) u-u > 0 (no3uTUBHOCT);

(iv) u-u =0 ako u camo ako je u = 0, rze je O HyJa-BeKTOD (HEJEreHEPH-
CaHOCT).

O
TBpheme 6.2. 3a cBaku CKajlapHU IIPOU3BOJI BarKu
u-vi|<Vuuyvev (77)
(Komwu-IlIBapuosa HejesHakocr).

Hoka3s. ITocmarpajmMo kBagparHy QyHKIHU]Y

2

o) = (zu+v)  (zu+v)=z"u-u+2u-v)r+v-v.

N3 akcnome O3WTUBHOCTH CKAJIAPHOT TPOM3BOJIA caeau Ja je ¢(x) > 0 3a cBako
x € R, a 10 je, 3a kBajparny dyHKImMjy Moryhe camo ako je NUCKPUMUHAHTA
jemraumae D = b% — 4ac < 0. Y HaImeMm Caydajy TO 3HAYM:

4(u-v)? —4(u-u)(v-v) <0,

129



130 [masa 6. Tomarak

omakJe, Kaj mpebaiumo 4(u - u)(v - v) Ha JecHy CTpaHy, MOIeauMO ca 4 u Ko-
peHyjeMo 00e crpane, gobujamo HejegHakocT (77). O

Hedunuimja 6.3. Hopma je dbyHKIMIja gedrHICAHA HA BEKTOPCKOM IIPO-
cTopy, ca BpegHoctuMa y R, koja uMa cieneha cojcrsa;

(i) |lul| = 0 (mo3uTHBHOCT);
(ii) [[u+v| < |Ju| + [|v|| (mejennaxocT Tpoyraa);

(iii) ||Aul] = |A|||ul| 3a cBaku ckamap A;
(iv) |lul]| = 0 ako u camo ako je u = 0 (HegEreHEPHCAHOCT).
BeKTOpCKE IPOCTOD €a HOPMOM 30B€ Ce HOPMUPaH (B8EKMOPCKU) NPOocmop. O

Hedunuiuja 6.4. Heka je M mpomsBosban ckyn. Mempuxa Ha M je
dbyukimja d nedunucana va ckyny M x M (nakine, na ypehenum naposuma (a, b),
rue cy a,b € M), ca Bpennoctuma y R, koja 3amoBosbasa cienelia cojcrsa:

(i) d(a,b) > 0 (mo3uruUBHOCT);
(ii) d(a,b) = d(b,a) (cumerpudHOCT);
(iii) d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) (HejennakocT Tpoyra);
(iv) d(a,b) = 0 ako u camo ako je a = b (HeIereHepUCaAHOCT).

Ckym Ha KOMe je 3a7aTa MEeTPHUKA 30BE Ce MEMPUNKL NPOCMOp. O

[Ipumernmo na ce HOpMa JeduHUITE HA BEKTOPCKUM TTPOCTOPHUMA, JIOK CE Y
AKCHOMaMa METPUKE He CIOMUHY CTPYKTYPe BEKTOPCKOr mpocTopa (cabupare u
MHOXKeme cKajaapoMm). Merpuka Moxe Ja ce neduHUIe U Ha CKYIy KOju Huje
BEKTOPCKH MPOCTOP, &, C JPyre CTpaHe, CBAKM HOPMHUPAH MPOCTOP jecTe U Me-
TPUYKHU. 3aTO je TojaM MEeTPUYUKOr TPOCTOPA OIMINTHjA O TOjMa HOPMHUPAHOT
npocropa. CJauYHO, KAKO CBAKU BEKTOPCKH MPOCTOP €& CKAJAPHUM MPOU3BOIOM
3a/1aje HOPMY, a HUje CBaKa HOPMa HACTaJIa OJ CKAJIaPHOr TPOU3BOIA, TO je mojam
HOpMe OIIITHJH O TI0jMa, CKAJIAPHOT TTPOU3BOIA.

Hoka3 tauke 1) rBphema 1.23.

Heka je

lim f(x) =A€R n lim g(x)=BecR.

X—X0 X—Xo
Heka je € > 0 naro, u Heka cy 01 u 0o u3abpaHU TaKO /A& BAXKU:
0 < d(x,%0) < 8, = |f(x) — A| < g 0 < d(x,%o) < 8 = |g(x) — B| < g

Heka je 6 = min{d;,d2} m 0 < d(x,%0) < J. Kako je
e €
500 +90x) — (A+ B) < () — Al + lg(x) = Bl < & + 5

to je lim (f(x)+g(x)) = A+ B. O

X—X0

:5‘7



I''IABA 7

Pemema 3amaTaka

7.1. @yukuuje Buille IPOMEH/bUBUX

1. a) 36or obnactu aeduHucanocTy jorapuramcke ¢yHkimje mopa outn 1 —
22 —y? — 22 >0, 1. 22+ y?+ 22 < 1. Jom 6u Tpebano yserm y o63up ga
je dyHrmHmja 3amaTa Kao pasaomax, omHocHo In (1 — 22 — 32 — 22) # 0. Onasge
nobujamo ma je x2 + y% + 22 # 0. Konmauno, nomen gare (GyHKIHje je yHyTpa-
IIHOCT jeuHuYHe chepe ca MEHTPOM y KOODJAMHATHOM TMOYeTKY, He YK/by4dyjyhu
KOOD/IMHATHY MMOYETAK.

6) M3pa3 non kopeHoMm mMopa OuTu HeHeraTtuBaH, tj. ©+y—+ z > 0. lakie, nomen
j€ moJIynpocTop uuja je rpanura paBad x + y + z = 0.

B) 360r Kopene dyHKImje Koja yuecrByje y Aedbununmju dbyuknuje f, u jour je y
uMennoIy, mopa 6utn 2 +y? —a? > 0, onsocHo 2 +1y2 > a?. Tpaskenu JoMeH je
crnosbaImBocT Kpyra ca menrpom y (0,0) monynpednuka a, He yR/by4yjyhiu camy
KPYKHUILY.

r) @yukuuja f je 106po geduHUCcaHA AKO je MMEHHJIAIl PA3IUYUT O HYJIE, Tj.

xy # 0. Jlomen je 1iena paBan 0e3 KOOPAUHATHUX OCA.

1) @ynxmmja arcsin (t) nedunncana je sa —1 <t < 1. Jaxae, -1 < — < 1,
Yy

onnocHo —y? < x < y2. Jom 6u Tpebano ondaAIMT TauKe Yuja je Apyra Koopu-

HATa jeJIHaKa HYJH, jep je u3pa3 —; 100po nedunncan camo 3a y # 0. lomen je

MpuKa3aH Ha cantm 7.1.
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140 I'nasa 7. Pemrema 3amaraka

Cumka 7.1: y3 3amarak 1.71)

2. TpaxkeHu auMecH cy:

lim lim 2—Y — lim 1 =1,
z—=0y—=0 2 + Yy z—0

lim lim —2 = lim(~1) = —1.
y—=0zx—0 x + Yy y—0

JloosbHO je mahn apa Hm3a y R? koju texke xa Tauxw (0,0), a Ja HUXOBE CIUKe
pu TpecjaukaBamy [ He TexKe Ka UCTUM BPEIHOCTHMA. ¥ TOM CIyd4ajy JIBOjHU
mumec Hehe ocTojaTn. Y3MuMo ciaefeha aBa HU3a:

(@) = (o) = (0.0
(2, dy) = <1,3> ~ (0,0).

n n

Hobujamo aa je f(zn,yn) = f(£,1) =0, a f(2n,dn) = f(£,2) = —1, na nmmec

n
HE TIOCTOjH. v

3. IloHnoB/beHU JTUMECH CYy 3aUCTa jeTHAKHU, jep je:

22y?
lim lim = lim 0 = 0,
z—0y—0 :p2y2 —+ (x — y)2 z—0
2,2
lim lim ———— — 1lim 0 = 0.
y—=02-0 22y2 4+ (x —y)2  y—0

Kao u y npeTxomHOM 33JaTKy, IIOronHO ogabepuMo Hu3ose y R?. Heka je:

(n, ) = (1,1) —~ (0,0),

nn

(2n,dn) = <1,—1> — (0,0).

n n



7.1. @yHKIM]je BUIlle TPOMEHJBUBUX 141

Tana je f(zn,yn) = f(£,1) =1, a f(zn,dn) = f(£,-1) =

IBOJHU JIMMEC He IOCTOjH. v

4. Baxu ga je
o 1 .
lim lim (:C + ¥y sin —) = lim x = 0.

z—0y—0 x z—0
IMpumerumo ma lim lim f(z,y) ®He mocroju, jep me mocroju uu lim f(z,y), 3a
y—0x—0 z—0

y # 0. To, oner, MoKeMO TIOKa3aTH NMPEKO HU30Ba, aju he To caja OUTH HU30BU

1
y R (dbynxmujy f(x,y) mocmarpamo xao dyukiujy ox x). Heka je z, = —.

nm
Tana je

1
flan,y) = —+y-0-0.
nmw

Y3MUMO €asia Yy, = . Tana je

2nm + 3

f(yrmy): +y1_)y7

2nm + 5
3 3a1CTa He MOCTOjH lin%) f(z,y).
Tr—

IlocTojame aBojHOr JMMeca AoKazaheMmo y3 moMoh TeopeMme ,,0 ABa IOJauLajua’.
Haunwme, Bazku cienehn Hu3 HejeHAKOCTH:

1
0< |z +ysin—| < lz| + [yl

I1a KOHAYaH 3aKJ/by9aK U3BOANMO HA OCHOBY Tora mito |z|+ |y| — 0 kaza (x,y) —
(0,0). (Kopucrumian cMo Hejesnakoct Tpoyria, kao u |sin 1| < 1.) v

5. Ose nosynpase MOMXKeMO MOTOJHO onucaru cjaegehum jeqHadrHaMa (IIPeKo
HOJIAPHUX KOOPJINHATA):

T = TCosy,
Yy = rsing,
3a ¢pukcupano ¢. Hakon ,yBohema cmene”, nobujamo
r2 cos? ¢

er?cos? p—rsing’

f(z,y) = f(rcosp,rsing) =

Hobujery dbyHKIMjy mocMarpamMo kao (MYHKIW]Y jenHe TpoMeHsbruBe 1 (jep je ¢
buKCcHpaHo) U TPAKUMO HEH JIUMEC KaJa I — 00.
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. . 00
Axo je cos? p # 0, onma je TparKeHH JIEMec OOIHKA g 1 MOKEMO NDUMEHHTH

Jlonurasnoso mpasuso (aBa myra). Hakon apyre npumene mobuhiemo ma je Tpa-
JKEHU JIAMEC jeJHaK HYJIH.

Axo je cos®’ p =0, 1j. ¢ = 5 + km, k € Z (nonynpase onpebere y-ocom), onza je
f=0. Iy oBom cayuajy je TpazxKeHU JUMeC TPUBUJATHO jeTHAK HYJIIH. v

6. ®yuknuja f Huje nedunucana Ha npasoj y = = (jep je Taga UMEHUIAI jeTHAK
HYJIM), & BaH Te IIPaBe je HEIPEKUHA Ka0 KOMIIO3UIKja HEMPEKUIHUX (DYHKIIM]A.
Haxkme, ucnuryjemo ma i ce GYHKIAja MOKe JoaepnHICATH 12 OyIe HeIPeKH IHA
y Taukama obsimka (xg, o), 3a o € R. Kako je

. r—y . 1 1
lim — 7 = lim —_—— = —,
(z,y)—(x0,x0) 3 — y3 (z,y)—(z0,%0) 2 +xy + y2 3.’1)‘0

3a xo # 0 dyukimjy f moxkemo nojmedunucaru ma Oyjie HEITPEKUIHA:

1
f(l‘(),fﬁo) = %
Nnax,
lm  f(ry)= tm
im x,Y) = im = ,
(z,y)—(0,0) 4 (z,y)—(0,0) T2 + 2Y + 32

Ta ce marTa QYHKIMja He MOXKe Jo/IeUHUCATH TaKo JAa Oy/1e HETTPEeKUIHA, Ha, TIeJIOM
R2. v

7. Hokazahemo 1a je mara pyHKIMja HEIPeKHIHA 10 IPOMEHIHHBO] X, & CIMIHO
ce paji U 3a NMPOMEH/bUBY Y. 33/laTaK je eKBUBAJEHTAH UCIUTHBAILY /14 JIH 32
MMPOU3BOJBHO Xg € R BaXKu jeTHAKOCT:

lim f(x,y) = f(xo,y)-

T—TQ
PaznukyjeMo HEKOMIWKO cITyvajeBa:
1% g 7£ 0, Yy 7& 0:
. 2zy 2z0y
lim = = f(x ;
z—zo T2 + y2 .’L’% + y2 f( O,y>7
2° 29 #0,y=0:

lim f(z,0) = lim 0=0= f(x0,0);

T—T0 Tr—xo

3° g =0,y #0:

i 2xy 0
im ——— = —
z—0 22 +y2  y?
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4° 2o =0,y =0:
lim f(x,0) :;1_%0:0: £(0,0).

z—0
Hara dbyHKIMja je HeIperuHa y cBUM Tadkama ocuM y (0,0) Kao KOMIIO3UIIHja
HENPEeKUTHUX. 38 HU3 (T, Yn) = (%, %) — (0,0) Baxku gma f(zn,yn) = 1#0=

£(0,0), ma dbyuruuja f HEUje HempeKumHA 110 (T, Y). v

8. HempekugrocT dyukImje f Ay cBake MOJIyTpaBe Ca TEMEHOM Yy KOOPIWHAT-
HOM TIOYeTKY eKBUBAJEHTHA je ca:

7 cos? psin ¢

lim f(rcos,rsinp) = lim
r—0

=0= f(0,0), 3a cBako ¢.
r—0 12 cos* ¢ + sin? ¢ 1(0,0) v

Axko je sin ¢ # 0, mocaeamu auMec je obIuKa, O—I-—'27 IIITO je jeqHAKO HYJIH.
sin® ¢
Axo je sinp = 0, onga je f =0, ma je TpaxKeHU JTUMeEC CBAKAKO je/THAK HYJIH.

BakspydyjemMo sa je [ HempekujHa Jy»K CBUX OBUX Hojympasux. Mehyruwm,
dbynkmmja f nuje nempexnmna y (0,0), jep ako yaMeMo HI3 (Z,,,yn) = (£, %) —

n? n2

1
(0,0), Busmvo ma je f(xn, yn) = 5 # 0. v

9. Jlara ¢dyHKIMja je HEIPEeKHIHA ¥ CBUM TaYKaMa Kao KOMIIO3HUIIM]a HEIIPeKUI-
Hux ocuM Moxzaa y tadku (0,0). Baxku cienehin Husz HejenakocTu (KOPUCTUMO

2 2
HEJEJAHAKOCT TpPOyIJla, m < lmu m < 1)
20y +° | 220yl vl g
x2+y2 \$2+y2 $2+y2\ )

mro Texku Hysam Kaga (z,y) — (0,0). Bakmyayjemo ga je ( %im(o 0 flz,y)=0=
x7y % 9

£(0,0), ma dyukuuja f jecre menpekuaHa u 'y tadxu (0,0).

<

10. F(x,y,2) = (zy + 1,22 + 5, 2,11, 23), a menerarusnua je fo(x,y,2) = 22 + 5. v 11. JTomen
je CKyIl CTpOro MCIOZ IpaBe Yy = T, a CTPOTO H3Hax mapabose y = —x2. IlocToju GeckoHaYIHO
MHOTO TaKBUX Tadaxa, na mpumep A(1 4 e2,1). Tpaxenn aumec je jennax myau.v' 12. Tomen
je CHo/palIibOCT jeNMHUYHOT KPyra y TOPEO] IOJypaBHH, He yK/pydyjyhm kpyxkunnmy. Huje
KOMITaKTaH (HHje HU 3aTBOPEH, HW OrpaHudeH). TpaskeHH JuMec je jenHak +o0o. v 13. VY gemy
a) jecTe HENPEKHUAHA KAO KOJIMYHUK Henpekuguux (rauka (—1, —4) He nmpunajga gaToM CKyIy).

Jata byHKIHja HEje HeIpeKuaHa Ha meaoM R2. v
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