
Predgovor

Ova kǌiga je zamixǉena kao u
benik za predmet ,,Oqigledna topologija” na Matema-
tiqkom fakultetu Univerziteta u Beogradu. U ǌoj je izvrxen izbor nekih osnovnih
topoloxkih tema i dat je uvod u svaku od ǌih. U pitaǌu su opxta topologija,
teorija grafova i povrxi, kao i teorija homotopije. Najgrubǉe reqeno, topologija je
matematiqka disciplina koja se bavi onim svojstvima geometrijskih objekata koja se
ne naruxavaju neprekidnim deformacijama tih objekata. U topologiji je dozvoǉeno
datu figuru istezati, savijati, skupǉati, obrtati i sl. Ono xto je zabraǌeno jeste
kidaǌe ili cepaǌe te figure, kao i me�usobno slepǉivaǌe nekih ǌenih delova. Zato
ovu matematiqku disciplinu neki nazivaju ,,geometrijom gumenih objekata”. To se for-
malizuje pojmom homeomorfizma – centralnim pojmom topologije. Kǌiga predstavǉa
pokuxaj izlagaǌa topoloxke tematike istovremeno i formalno i neformalno. S jedne
strane, svi pojmovi su strogo definisani i za najve�i broj navedenih tvr�eǌa, kad
god to nije predstavǉalo preveliko optere�eǌe za tekst, dati su potpuni matematiqki
dokazi. S druge strane, paralelno s formalnim izlagaǌem, pre svega pomo�u velikog
broja propratnih crte�a, slika i dijagrama, prezentovan je i neformalan, intiutivan
opis obra�ivanog sadr�aja.

Sadr�aj kǌige je podeǉen na tri glave, a svaka od ǌih na nekoliko odeǉaka. Svaka
glava obra�uje po jednu od tri pomenute teme: opxtu topologiju, teoriju grafova
i povrxi i teoriju homotopije. Naravno, req je o pukom upoznavaǌu sa osnovnim
pojmovima i postulatima iz ovih oblasti; svaka od ǌih je daleko sadr�ajnija i op-
xirnija od opisa koji je dat u ovoj kǌizi. Posledǌi odeǉak svake glave sastoji se iz
zadataka koji se odnose na odgovaraju�u temu. Oni su zamixǉeni kao ve�ba i prilika
za qitaoca da ǌihovim rexavaǌem testira svoje razumevaǌe pre�enog gradiva. Samim
tim, oni bi trebalo da budu korisni u pripremi studenata za pismeni ispit iz ovog
predmeta.

Prva glava ,,Topoloxki prostori” odnosi se na opxtu topologiju. U ǌoj su defini-
sani topoloxki prostori, neprekidna preslikavaǌa izme�u ǌih, homeomorfizmi, kao
i nekoliko osnovnih topoloxkih osobina, poput kompaktnosti, povezanosti i putne
povezanosti. Ustanovǉene su i neke elementarne veze izme�u tih pojmova. Tako�e,
opisane su i dve va�ne konstrukcije: topoloxki proizvod i topoloxki koliqnik.
Ova glava ujedno predstavǉa i neophodnu podlogu za qitaǌe i usvajaǌe sadr�aja iz
naredne dve glave. Mnogo detaǉniji uvod u opxtu topologiju mo�e se na�i u kǌigama
[2, 3].

Druga glava nosi naziv ,,Grafovi, povrxi, mape na povrxima” i najve�im svojim
delom se oslaǌa na [4]. Grafovi predstavǉaju jednodimenzione, a povrxi dvodimen-
zione geometrijske objekte. Najprostije reqeno, graf se sastoji od nekoliko temena
(taqaka u prostoru) i nekoliko ivica – du�i koje spajaju neka od tih temena. Defi-
nisani su Ojlerova karakteristika, hromatski broj, planarnost i jox neka topoloxka
i kombinatorna svojstva grafova. Pored toga, navedene su i neke znamenite teoreme
iz ove teorije, od kojih su mnoge i dokazane. Ova glava se posebno bavi i jednim
vidom interakcije izme�u grafova i povrxi – mapama na povrxima. Dosta pa�ǌe
je posve�eno bojeǌu mapa na povrxima tako da svaka dva susedna regiona mape budu
obojena razliqitim bojama. Posebno je u tom kontekstu razmatran quveni ,,problem
qetiri boje” – problem da se doka�e da se svaka mapa u ravni mo�e tako obojiti
koriste�i samo qetiri boje.

U tre�oj glavi, koja je naslovǉena sa ,,Homotopija”, dat je kratak uvod u jednu
vrlo xiroku i plodnu granu topologije – teoriju homotopije. Uvedeni su pojmovi
homotopnih preslikavaǌa i homotopski ekvivalentnih prostora, a zatim je defini-
sana i fundamentalna grupa topoloxkog prostora – pojam qiji je znaqaj u topologiji
texko preceniti. To je prva algebarska struktura pridru�ena topoloxkom prostoru,
i predstavǉa prvu lekciju u tzv. algebarskoj topologiji. Rezultati vezani za ho-
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motopiju i fundamentalnu grupu, koji su dobijeni u prvom delu ove glave, u drugom
ǌenom delu su primeǌeni na dokazivaǌe nekoliko znamenitih teorema. Najpre je dat
topoloxki dokaz Osnovne teoreme algebre, a zatim su u ,,nisko-dimenzionim sluqaje-
vima” dokazane Brauerova teorema o fiksnoj taqki i Borsuk–Ulamova teorema.
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1

1 Topoloxki prostori

1.1 Definicija, otvoreni i zatvoreni skupovi, potprostor

Topoloxki prostori predstavǉaju uopxteǌe (od ranije poznatih) metriqkih prostora.
Podsetimo se da je metriqki prostor ure�en par (X, d), gde je X neprazan skup, a
d : X × X → [0,+∞) metrika ili rastojaǌe na X – funkcija koja za sve x, y, z ∈ X
zadovoǉava slede�a tri uslova:

(1) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y;

(2) d(x, y) = d(y, x);

(3) d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z).

X

b
δ

a
A

Pojam otvorenog skupa u metriqkom
prostoru uvodi se pomo�u pojma otvorene
kugle. Ako je x0 ∈ X i δ > 0, otvorenom
kuglom sa centrom u x0 polupreqnika δ
nazivamo skup {x ∈ X | d(x0, x) < δ} i
oznaqavamo ga sa B(x0; δ). Sada, za skup
A ⊆ X kaжemo da je otvoren (u metriqkom
prostoru (X, d)) ako za svako a ∈ A postoji
δ > 0 takvo da je B(a; δ) ⊆ A. Poznato je
da u metriqkom prostoru (X, d) vaжe slede�a tvr�eǌa.

(1) ∅ i X jesu otvoreni.

(2) Ako je U neka familija otvorenih skupova, onda je i unija te familije,
⋃U ,

tako�e otvoren skup.

(3) Ako su U i V otvoreni skupovi, onda je i U ∩ V otvoren skup.

1.1.1 Definicija i primeri

Tri pomenuta svojstva otvorenih skupova u metriqkom prostoru predstavǉaju moti-
vaciju za uvo�eǌe pojma topoloxkog prostora.

Definicija 1 Neka je X neprazan skup i P(X) ǌegov partitivni skup. Familiju
T ⊆ P(X) nazivamo topologijom na X ako su ispuǌena naredna tri uslova:

(T1) ∅, X ∈ T ;

(T2) U ⊆ T =⇒ ⋃U ∈ T ;

(T3) U, V ∈ T =⇒ U ∩ V ∈ T .

Tada, par (X, T ) nazivamo topoloxkim prostorom, a elemente topologije T otvorenim
skupovima. Tako�e, govori�emo i o topoloxkom prostoru X podrazumevaju�i pri tom
izvesnu topologiju.



2 1 Topoloxki prostori

Naravno, indukcijom se iz uslova (T3) lako dobija qiǌenica da topologija koja
sadrжi skupove U1, U2, . . . , Un (n ∈ N) nuжno sadrжi i ǌihov presek U1 ∩ U2 ∩ . . . ∩ Un.
Dakle, topologija je familija podskupova od X koja sadrжi ∅ i X i koja je zatvorena
za proizvoǉne unije i konaqne preseke.

Primer 1.1.1 Ako je (X, d) metriqki prostor, onda je, na osnovu uvodnog razmatraǌa,
familija svih otvorenih skupova u (X, d) jedna topologija na X. ǋu oznaqavamo sa
T (d) i nazivamo je topologijom indukovanom metrikom d.

Posebno, topologiju indukovanu euklidskom metrikom na Rn nazivamo uobiqajenom
topologijom na Rn i oznaqavamo je sa U . Dakle, U = T (d2), gde je d2 : Rn × Rn → [0,+∞)
definisana sa d2(x, y) =

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2, x, y ∈ Rn. Ubudu�e, ako

drugaqije ne bude naglaxeno, na Rn podrazumevamo uobiqajenu topologiju.
Izdvoji�emo jox jedan specijalan sluqaj. Na proizvoǉnom skupu X definixe se

diskretna metrika ρ, ρ(x, y) := 1 kad god su x i y dve razliqite taqke iz X, i naravno,
ρ(x, x) := 0 za sve x ∈ X. Odgovaraju�u topologiju T (ρ) zovemo diskretnom topologijom
na X i obiqno je oznaqavamo sa Td. Kako je, za proizvoǉno x ∈ X, B(x; 1

2
) = {x}, to je

{x} otvoren skup u prostoru (X, Td), pa s obzirom na qiǌenicu da je A =
⋃
a∈A{a} za

svaki skup A, uslov (T2) iz definicije daje nam da diskretna topologija Td sadrжi
sve podskupove od X. Dakle, Td = P(X).

Primer 1.1.2 Kao suprotnost diskretnoj topologiji, koja obuhvata sve podskupove
datog skupa X, uoqimo familiju Ta := {∅, X}. Lako se proverava da je Ta jedna
topologija na X. Ona se zove antidiskretna topologija. Primetimo da, ako X ima
bar dva elementa, antidiskretna topologija nije indukovana metrikom. Naime, ako bi
d bila metrika u kojoj su samo prazan skup i ceo X otvoreni, onda bi svaka otvorena
kugla bila jednaka sa X (jer je otvorena kugla neprazan otvoren skup). Me�utim, ako
su x, y ∈ X dve razliqite taqke i ε = d(x, y) > 0, onda kugla B(x; ε

2
) ne sadrжi taqku y.

Dakle, antidiskretan prostor je primer topoloxkog prostora koji nije metriqki.

Primer 1.1.3 Neka je X proizvoǉan neprazan skup. Uoqimo familiju Tcf := {U ⊆ X |
U c je konaqan skup} ∪ {∅}. Dokaжimo da ona predstavǉa jednu topologiju na X.

Oqigledno, ∅ ∈ Tcf , a kako je Xc = ∅ konaqan, to i X ∈ Tcf . Dakle, ispuǌen je uslov
(T1).

Neka je sada {Uλ}λ∈Λ podfamilija familije Tcf . Dokaжimo da
⋃
λ∈Λ Uλ ∈ Tcf . Ako ova

familija sadrжi prazan skup, ǌegovim izbacivaǌem se ne�e promeniti unija fami-
lije, pa stoga moжemo pretpostaviti da su svi Uλ neprazni. Sada, (

⋃
λ∈Λ Uλ)

c =
⋂
λ∈Λ U

c
λ

jeste konaqan skup kao presek konaqnih, pa zakǉuqujemo da vaжi i (T2).
Konaqno, neka su U, V ∈ Tcf . Ako je neki od ova dva skupa prazan, onda je i ǌihov

presek prazan. Ako su oba neprazna, onda je (U ∩ V )c = U c ∪ V c konaqan skup kao unija
dva konaqna. U svakom sluqaju, U ∩ V ∈ Tcf , pa smo dokazali i uslov (T3).

Topologiju Tcf nazivamo kofinitnom topologijom na X. Ako je X konaqan, onda je
naravno i svaki ǌegov podskup konaqan, pa je, u tom sluqaju, Tcf = Td = P(X).

Primer 1.1.4 Neka je X skup i p ∈ X. Familija Tp := {U ⊆ X | p ∈ U} ∪ {∅} oqito
sadrжi i ∅ i X, a lako se vidi i da je zatvorena za proizvoǉne unije i preseke.
Dakle, Tp je topologija na X, koju nazivamo topologijom uoqene taqke p.

U sluqaju kad X ima taqno dva elementa, prostor (X, Tp) naziva se i svezanom
dvotaqkom ili prostorom Sjerbinskog.
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Primer 1.2.5 Preslikavaǌe h : (−π
2
, π
2
) → R definisano sa h(x) = tg x, predstavǉa

homeomorfizam izme�u otvorenog intervala i qitave realne prave (h−1(y) = arctg y).
Dakle, otvorenu duж, moжemo da rastegnemo qak ,,u beskonaqnost”, a da joj ne prome-
nimo topoloxki tip. I obrnuto, (neograniqenu) pravu moжemo da skupimo na ogra-
niqen interval, ali otvoren (tako da ne sadrжi krajǌe taqke).

Restrikcija preslikavaǌa h na [0, π
2
) daje homeomorfizam izme�u poluotvorene duжi

i poluprave [0,+∞).

Primer 1.2.6 Ako je kr = {x ∈ R2 | ‖x‖ = r} kruжnica u ravni sa centrom u koordi-
natnom poqetku polupreqnika r > 0, onda preslikavaǌe (homotetija) h : S1 → kr, defi-
nisano sa h(x) = rx, predstavǉa homeomorfizam izme�u jediniqne kruжnice S1 = k1 i

kruжnice kr (h−1(y) = 1
r
· y). Sliqno, ako je k̃r kruжnica u ravni polupreqnika r qiji

centar nije obavezno u koordinatnom poqetku, odgovaraju�a translacija uspostavǉa
homeomorfizam izme�u kruжnica kr i k̃r.

Dakle, sve kruжnice u ravni, bez obzira na centar i polupreqnik, me�usobno su
homeomorfne. To opet znaqi da se istezaǌem i skupǉaǌem kruжnice ne meǌa topoloxki
tip.

≈ ≈

Naravno, homotetije i translacije uspostavǉaju homeomorfizme i izme�u zatvorenih
diskova razliqitih centara i polupreqnika, zatim, otvorenih diskova itd.

≈

Potpuno je analogna situacija i u vixim
dimenzijama. Na primer, sve dvodimen-
zione sfere su me�usobno homeomorfne.
Dakle, sferu moжemo da ,,naduvavamo” i
,,izduvavamo”. Topoloxki, sve ostaje isto.

Primer 1.2.7 Na osnovu primera 1.2.5, otvo-
reni interval, odnosno jednodimenzioni ot-

voreni disk,
◦
D1 = (−1, 1) homeomorfan je qi-

tavoj realnoj pravoj. Vaжi i uopxteǌe ovoga:
◦
Dn ≈ Rn za svako n ∈ N. Na primer, preslika-

vaǌe h :
◦
Dn → Rn dato sa h(x) = 1

1−‖x‖ · x, predstavǉa homeomorfizam, jer je neprekidno,

a i ǌemu inverzno h−1 : Rn →
◦
Dn, h−1(y) = 1

1+‖y‖ · y, tako�e je neprekidno.

Primer 1.2.8 Neka je dat X ⊆ Rn i neka je f : X → R neprekidno preslikavaǌe. Ako
je Γf = {(x, f(x)) | x ∈ X} ⊆ Rn+1 grafik funkcije f , onda je preslikavaǌe h : X → Γf ,
definisano sa h(x) = (x, f(x)), homeomorfizam. Naime, ono je oqigledno bijektivno;
neprekidno je, jer su mu koordinatna preslikavaǌa neprekidna (ovde se koristi qi-
ǌenica da je f neprekidno); dok je ǌegov inverz restrikcija na Γf projekcije na prvih
n koordinata, pa je i ono neprekidno.
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Dakle, grafik neprekidne realne funkcije homeomorfan je domenu te funkcije.
Na primer, segment (zatvorena duж) homeomorfan je grafiku bilo koje neprekidne
funkcije definisane na tom segmentu.

≈ ≈

Dakle, duжi ne samo da moжemo da rasteжemo i skupǉamo, ve� moжemo i da ih
savijamo i ispravǉamo.

≈

Sliqna je situacija i kod vixedimen-
zionih geometrijskih figura. I ǌihov to-
poloxki tip se ne meǌa prilikom savija-
ǌa, skupǉaǌa, istezaǌa, ispravǉaǌa. Na
primer, grafik funkcije f : Dn → R
definisane sa f(x) =

√
1− ‖x‖2, jeste po-

lusfera dimenzije n. Posebno, dvodimen-
zioni zatvoreni disk D2 homeomorfan je
(zatvorenoj) polusferi.

Primer 1.2.9 Ako sa kruжnice izbacimo
jednu taqku, onda nam intuicija kazuje da je dobijena kriva homeomorfna otvorenoj
duжi. Naime, na mestu gde je izbaqena taqka, linija se ,,razdvoji”, pa nakon isprav-
ǉaǌa, dobijamo otvorenu duж.

bc

≈ ≈

Uz to, kako je otvorena duж homeomorfna qitavoj realnoj pravoj (primer 1.2.5), to
je kruжnica bez jedne taqke, u oznaci S1 \ ∗, homeomorfna sa R. Dokaжimo formalno
ovu qiǌenicu. Zapravo, vaжi i mnogo opxtije: Sn \∗ ≈ Rn za svako n ∈ N. Predstoje�i
dokaz je i dat za opxti sluqaj.

Najpre, primetimo da topoloxki tip prostora Sn \ ∗ ne zavisi od izbaqene taqke,
jer homeomorfizam izme�u dva takva prostora (za dva razliqita izbora taqke koja se
izbacuje) ostvaruje odgovaraju�a rotacija (ambijentnog) prostora Rn+1. Zato, bez gu-
bitka opxtosti, moжemo posmatrati prostor Sn \{N}, gde je N = (0, 0, . . . , 0, 1) ,,severni
pol”. Definixemo preslikavaǌe s : Sn \ {N} → Rn, koje se zove stereografska projek-
cija, na slede�i naqin: taqki x ∈ Sn \ {N} dodeǉujemo presek poluprave Nx (qije je
teme N i koja prolazi kroz x) sa hiperravni α : xn+1 = 0 (koja se na prirodan naqin
identifikuje sa Rn).
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Naglasimo da je prostor levo na ovoj slici povezan (homeomorfan je prostoru desno
– disku), iako je on koliqnik nepovezanog prostora – disjunktne unije dva poludiska.

Pokaжimo, jox samo na ovom primeru, kako bi se formalno obrazloжilo da su
prostori koji nastaju jedan od drugog seqeǌem i lepǉeǌem me�usobno homeomorfni.
(Nadaǉe �emo se malo slobodnije ophoditi prema koliqniqkim prostorima – secka�e-
mo ih i lepiti, bez zadrжavaǌa na ovakvim formalnostima.) Ako sa X oznaqimo
disjunktnu uniju dva poludiska, a sa Y disk, onda moжemo da uoqimo preslikavaǌe
f : X → Y koje jedan od dva poludiska homeomorfno preslika na ,,levu polovinu” diska,
a drugi homeomorfno na desnu polovinu. To preslikavaǌe je neprekidno (po Teoremi
o lepǉeǌu), oqigledno je ,,na” i slika kompaktan u Hauzdorfov prostor. Zato je f
koliqniqko, pa je, po teoremi 91, X/f ≈ Y . Me�utim, preslikavaǌe f indukuje na X
upravo relaciju (ekvivalencije) opisanu na crteжu – odgovaraju�e taqke dveju duжi
oznaqenih sa α pomo�u f se slikaju u istu taqku.

Primer 1.7.5 (Mebijusova traka) Posmatrajmo sad pravougaonik kome su identi-
fikovane dve naspramne stranice, ali tako da su odgovaraju�e strelice suprotno
usmerene. Da bismo zalepili ove dve stranice, potrebno je da jednu zarotiramo za
180◦. Kada izvrximo to lepǉeǌe, dobijamo Mebijusovu traku.

α α
α

α

≈ ≈

Dakle, pravougaonik sa ovakvom identifikacijom dve naspramne stranice pred-
stavǉa jedan koliqniqki model (u ravni) Mebijusove trake. Na Mebijusovoj traci
uoqimo dve (topoloxke) kruжnice. Na slici niжe, zelenom bojom je obojena tzv. cen-
tralna kruжnica, a plavom tzv. graniqna kruжnica Mebijusove trake. Ovde se req
,,graniqna”, odnosno ,,granica”, koristi u drugaqijem smislu od onog iz definicije
12. Intuitivno je jasno o kakvoj ,,granici” je ovde req, a nexto kasnije �e ovaj pojam
biti i formalno uveden. U ovom smislu, dakle, granica Mebijusove trake sastoji se iz
jedne kruжnice, dok granicu cilindra (v. primer 1.7.4) qine dve disjunktne kruжnice.

α
α

α
α

≈ ≈
α

Na crteжu je jasno prikazano kako se ove dve kruжnice na Mebijusovoj traci vide u
pomenutom koliqniqkom modelu – kad iseqemo po duжi α. Na primer, graniqna kruж-
nica je ovde koliqnik dve disjunktne duжi – dve (neidentifikovane) naspramne stra-
nice pravougaonika. Ako krenemo po toj kruжnici iz doǌeg levog temena pravougaonika
(koje je ,,poqetna” taqka duжi α) po doǌoj stranici, stiжemo do doǌeg desnog temena,
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koje je ,,krajǌa” taqka duжi α. Ali i gorǌe levo teme je krajǌa taqka duжi α, pa se,
dakle, nalazimo u ǌemu. Onda nastavimo kretaǌe po gorǌoj stranici i stiжemo do
gorǌeg desnog temena, a to je opet poqetna taqka duжi α, xto znaqi da smo se vratili
u taqku iz koje smo krenuli. Time smo obixli celu graniqnu kruжnicu.

Pored ovog, Mebijusova traka ima i druge ravanske koliqniqke modele. Na primer,
ako ovaj pravougaoni model iseqemo po dijagonali β, zatim desni trougao zarotiramo
oko jedne (plave) ǌegove stranice, pa ga onda postavimo levo u odnosu na drugi trougao
i na kraju zalepimo po α, dobijamo jedan trougaoni model Mebijusove trake. Prime-
timo da je β (topoloxka) kruжnica, jer su poqetna i krajǌa taqka od β me�usobno
identifikovane.

α
α ≈β ≈ ≈

α α ααβ
β

β
β

β
β

Dakle, trougao qije su dve stranice identifikovane na prikazan naqin jeste zap-
ravo Mebijusova traka. Na crteжu je istaknuto i xta se dexava sa centralnom i
graniqnom kruжnicom Mebijusove trake u ovom koliqniqkom modelu. Graniqna je, u
stvari, ona tre�a stranica trougla (qiji su krajevi identifikovani), a centralna
je odgovaraju�a sredǌa linija trougla. Primetimo da su sva tri temena trougla
zapravo jedna te ista taqka u ovom koliqniqkom prostoru, tj. da temena qine jednu
troqlanu klasu naznaqene relacije ekvivalencije.

Na slede�oj slici je opisano kako se dobija jox jedan koliqniqki model u ravni
Mebijusove trake.

≈≈

≈

bb

b b

b

b

b b

bb
b b b b

b b

b

b

≈ ≈

α1

α1

α1

α1

α1 α1

α2 α2

α2

α2

α2

α2

α2

α2

α2 α2
γ

γ
γ

γ γ

γ γ

γ

γ

γ

γ

Duж α se podeli na dve: α1 i α2; centralna kruжnica se oznaqi sa γ, pa se opisanim
seckaǌem i lepǉeǌem dolazi do kruжnog prstena sa identifikacijom na jednoj od dve
ǌegove graniqne kruжnice. Svaka taqka te kruжnice u relaciji je sa sebi dijame-
tralno suprotnom (antipodalnom) taqkom, pa se zato ova identifikacija zove antipo-
dalna identifikacija.
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2 Grafovi, povrxi, mape na povrxima

2.1 Grafovi – definicija, geometrijska realizacija

2.1.1 Kombinatorna i topoloxka definicija grafa

Definicija 98 Neka su V i E skupovi, V 6= ∅, i f : E → V 2 funkcija. Ure�enu trojku
(V,E, f) nazivamo usmerenim grafom. Elemente skupa V nazivamo temenima, a elemente
skupa E ivicama uoqenog usmerenog grafa. Ako je e ∈ E i f(e) = (v1, v2), onda kaжemo
da ivica e spaja teme v1 s temenom v2.

Neusmeren graf dobijamo ignorisaǌem orijentacije (usmereǌa) ivica. Drugim
reqima, umesto ure�enog para, svakoj ivici se dodeǉuje neure�en par temena – skup od
jednog ili dva temena. Za dati skup V , oznaqimo sa P1,2(V ) skup svih ǌegovih nepraznih
podskupova koji su kardinalnosti najvixe 2, tj. P1,2(V ) := {U ⊆ V | |U | = 1 ∨ |U | = 2}.

Definicija 99 Neusmeren graf, ili prosto graf, jeste ure�ena trojka (V,E, f), gde su
V i E skupovi, V 6= ∅, a f : E → P1,2(V ) funkcija. Graf obiqno oznaqavamo sa G.

Elemente skupa V nazivamo temenima, a elemente skupa E ivicama grafa G =
(V,E, f). Za datu ivicu e ∈ E, elemente skupa f(e) nazivamo temenima ivice e.

Neka je e ∈ E. Ako je f(e) = {v}, onda ivicu e nazivamo petǉom u temenu v. Ako je
|f(e)| = 2 i f(e) = {v1, v2}, onda kaжemo da ivica e spaja temena v1 i v2.

Dva temena su susedna ako postoji ivica koja ih spaja.
Graf je konaqan ako su skupovi V i E konaqni.

Za nas su od interesa jedino konaqni grafovi, pa zato u nastavku pod grafom pod-
razumevamo konaqan (neusmeren) graf.

Svakom grafu se na prirodan naqin moжe pridruжiti topoloxki prostor. On zap-
ravo predstavǉa geometrijsku vizuelizaciju grafa. Pre formalne definicije, ilus-
trujmo to jednim primerom.

Primer 2.1.1 Neka je G = (V,E, f) graf koji ima qetiri temena, V = {v1, v2, v3, v4}, i
xest ivica, E = {e1, e2, e3, e4, e5, e6}, pri qemu je f : E → P1,2(V ) data sa: f(e1) = {v1, v2},
f(e2) = {v2, v3}, f(e3) = {v3, v4}, f(e4) = {v1, v4}, f(e5) = {v1, v3} i f(e6) = {v2}.

b b

b b

b b

b b

≈

b b

b b

e1

e2

e6

e5

e4

e3

v1 v2

v4 v3

v1

v1

v1
v1

v2

v2

v2 v2

v2

v3

v3

v3

v3

v4

v4

v4

e1

e2

e3

e4 e5

e6

X : G = X/∼ :
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U euklidskoj ravni uoqimo potprostor X, koji se sastoji od xest disjunktnih (npr.
paralelnih) zatvorenih duжi i jox qetiri taqke. Oznaqimo ove duжi sa e1, e2, . . . , e6, a
taqke sa v1, v2, v3, v4, i posmatrajmo koliqniqki prostor (prostora X) koji nastaje kada
se krajevi ovih xest duжi identifikuju sa odgovaraju�im taqkama, po pravilu koje
,,propisuje” funkcija f . Na primer, jedan kraj duжi e2 identifikuje se s taqkom v2, a
drugi s taqkom v3. Ovaj koliqniqki prostor X/∼ oznaqavamo tako�e sa G.

Definicija 100 Neka je G = (V,E, f) graf. U ravni R2 uoqimo potprostor koji se
sastoji od |E| disjunktnih zatvorenih duжi i jox |V | taqaka – dakle, svakoj ivici grafa
odgovara jedna od ovih duжi, a svakom temenu jedna od ovih dodatnih taqaka. Oznaqimo
taj potprostor sa X. Za svaku ivicu e ∈ E, izvrximo slede�u identifikaciju u
prostoru X: ako je f(e) = {v1, v2}, onda se jedan kraj odgovaraju�e duжi identifikuje
s taqkom koja odgovara temenu v1, a drugi s taqkom koja odgovara temenu v2.

b b

b

b

v1

v2

X : G = X/∼ :
b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b b b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b
v2v1

e

f(e) = {v1, v2}

Ie

π

Dobijeni koliqniqki prostor X/∼ oznaqavamo opet sa G i tako�e ga nazivamo
grafom (u topoloxkom smislu). Ako je Ie jedna od uoqenih zatvorenih duжi – ona koja
odgovara ivici e ∈ E – onda ǌenu sliku pri prirodnoj surjekciji π : X → X/∼ opet
oznaqavamo sa e i zovemo je ivicom grafa G. Sliku odgovaraju�e otvorene duжi (duжi
Ie bez svojih krajeva) pri preslikavaǌu π nazivamo unutraxǌox�u ivice e.

Na osnovu stava 89, prostor X/∼ ne zavisi (do na homeomorfizam) od izbora dis-
junktnih duжi i taqaka koje qine prostor X. Zato je ova (topoloxka) definicija
grafa ispravna. Naravno, kada kaжemo ,,graf”, iz konteksta �e uvek biti jasno da li
se misli na kombinatorni objekat iz definicije 99 ili na odgovaraju�i topoloxki
prostor (iz definicije 100).

Vratimo se jox malo ovoj topoloxkoj definiciji grafa. Kako se pri naznaqenoj
identifikaciji u prostoru X, samo krajevi duжi identifikuju sa jox nekim taqkama,
to vidimo da su dve razliqite ivice grafa ili disjunktne ili se eventualno seku po
zajedniqkom temenu (jednom ili dva).

v1

v2 b

b

b

b

Ie

π−1(e) :

b

b b

b

e

b

Primetimo da je sva-
ka ivica e grafa G ǌe-
gov zatvoren potpros-
tor. Naime, inverzna
slika π−1(e) sastoji se
od duжi Ie i jedne, dveju,
ili vixe (u svakom slu-
qaju, konaqno mnogo) ta-
qaka. U pitaǌu su one
taqke koje odgovaraju
temenima ivice e, a ako
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,,proglasimo” za jednu (na slede�oj slici, upotrebǉena je oznaka ε za tu kruжnicu).
Me�utim, kad se izvrxi naznaqeno lepǉeǌe, dobija se torus.

S2 ♯ T 2 :

b

b

ε

ε

≈
≈

Moжe se pokazati da, do na homeomorfizam, povezana suma X ♯ Y zatvorenih poveza-
nih povrxi X i Y ne zavisi od izbora (dovoǉno malih) otvorenih diskova koje skidamo

sa ovih povrxi, kao ni od izbora homeomorfizma h : ∂X̃ → ∂Ỹ po kojem lepimo. Tako�e,
pokazuje se da je X ♯ Y opet jedna zatvorena povezana povrx. Dakle, povezana suma je
jedna (do na homeomorfizam) ispravno definisana binarna operacija me�u zatvorenim
povezanim povrxima.

S2 \ V

≈

D2

≈

Maloqas smo utvrdi-
li da je S2 ♯ T 2 ≈ T 2.
Primetimo da vaжi i
opxtije: sfera je neut-
ral operacije ♯. Naime,
skidaǌem malog otvore-
nog diska V sa sfere
S2 dobijamo zatvoreni
disk D2, a lepǉeǌem
ovog diska na prethodno napravǉen ,,otvor” na nekoj povrxi, taj otvor se prosto
zatvori i dobijamo povrx od koje smo krenuli. Tako�e, nije texko videti da je
povezana suma (do na homeomorfizam) komutativna i asocijativna operacija.

M0 :

Sad �emo posmatrati dve familije zatvorenih povezanih
povrxi. Elemente prve od ǌih oznaqavamo sa Mg, g ∈ N0,
a definixemo ih induktivno. Povrx M0 je, po definiciji,
sfera, dok svaku slede�u povrx u ovom nizu definixemo kao
povezanu sumu prethodne s torusom: Mg :=Mg−1 ♯ T

2 za sve g ∈ N.
Dakle, M1 je torus (jer je to povezana suma sfere i torusa), a
svaka slede�a povrx dobija se tako xto se na prethodnu doda
jedna ,,ruqka”.
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M2 :M1 :

Mg :

g

α

α

β βM1 ≈

Znamo da M1, tj. torus, ima koliqniqki model u
ravni. To je qetvorougao sa rubnom identifikaci-
jom αβα−1β−1 (v. primer 1.7.6). Na�imo sad koliq-
niqke modele u ravni i za ostale povrxi Mg, g ∈ N.

Povrx M2 je, dakle, povezana suma dva torusa.
Uoqimo ǌihove ravanske koliqniqke modele –
dva qetvorougla sa rubnim identifikacijama
α1β1α

−1
1 β−1

1 , odnosno α2β2α
−1
2 β−1

2 . S obzirom na qi-
ǌenicu da otvorene diskove koje izbacujemo sa ovih
torusa moжemo proizvoǉno da odaberemo, mi �emo to uqiniti na naqin pogodan za
seckaǌe i lepǉeǌe. U svakom qetvorouglu uzimamo (topoloxki) disk koji je u unut-

M2

α1

α1

β1 β1≈ α2
α2

β2

β2

λ
λ

λ
λ

α2

α2

β2

β2

α1

α1

β1

β1

≈ ≈

α1

α1

β1

β1

α2

α2

β2

β2

raxǌosti qetvoroug-
la s tim da rub
dodiruje u temenu
qetvorougla, kao na
slici desno. Sad
se, dakle, izbace od-
govaraju�i otvoreni
diskovi, a graniqne
kruжnice dobijenih
dveju povrxi me�u-
sobno identifikuju.
One onda daju jednu
kruжnicu na M2 (na
slici desno, to je
kruжnica λ). Ako
ova dva qetvorougla
secnemo na mestima
gde izbaqeni diskovi
dodiruju rubove, onda dobijamo dva petougla s odgovaraju�im identifikacijama na
granicama. Konaqno, ǌih zalepimo po λ i dobijamo standardni koliqniqki model
povrxi M2 – osmougao s rubnom identifikacijom α1β1α

−1
1 β−1

1 α2β2α
−1
2 β−1

2 .
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beremo dve disjunktne Жordanove krive na M1, ǌihovim izbacivaǌem bi se dobio
nepovezan prostor.

M2 :M1 :

Mg :

g

I uopxte, rod povrxi Mg (g ∈ N0) jednak je upravo g. Na svakoj ,,ruqki” uoqimo
po jednu prostu zatvorenu krivu, kao xto je predstavǉeno na slici iznad. Jasno je da
se uklaǌaǌem ovih g krivih sa Mg dobija povezan prostor, a moжe se dokazati i da
nije mogu�e na�i vixe od g me�usobno disjunktnih Жordanovih krivih na Mg qijim
se izbacivaǌem ne bi naruxila povezanost.

Primetimo da je rod povrxi topoloxka invarijanta. Naime, ako je h : X → Y
homeomorfizam izme�u zatvorenih povezanih povrxi X i Y , i ako su c1, c2, . . . , cd me-
�usobno disjunktne Жordanove krive na X, onda su h(c1), h(c2), . . . , h(cd) me�usobno dis-
junktne Жordanove krive na Y , pri qemu je prostor X \⋃d

i=1 ci povezan ako i samo ako

je h
(
X \⋃d

i=1 ci
)
= Y \⋃d

i=1 h(ci) povezan.
Odavde odmah dobijamo da me�u povrxima Mg, g ∈ N0, nema me�usobno homeo-

morfnih. Posebno, sfera nije homeomorfna torusu, niti bilo kojoj od povrxi Mg

za g > 1. I uopxte, dakle, vaжi implikacija: ako je g1 6= g2, onda Mg1 6≈Mg2.
I povrx Nh (h ∈ N) ima rod jednak upravo h. Na povrxi N1, tj. projektivnoj

ravni, za prostu zatvorenu krivu qijim se uklaǌaǌem ne naruxava povezanost, moжemo
odabrati bax kruжnicu α iz standardnog koliqniqkog modela te povrxi (na slici
niжe, ona je obojena zelenom bojom). Znamo da je N1 ≈ S2 ♯ RP2 (jer je sfera neutral za
povezanu sumu), tj. da se N1 moжe dobiti tako xto se disk i Mebijusova traka zalepe
po homeomorfizmu granica. Primetimo da je kriva α zapravo centralna kruжnica
te Mebijusove trake, a u primeru 1.7.5 utvrdili smo da se uklaǌaǌem centralne
kruжnice sa Mebijusove trake dobija cilindar S1 × (0, 1] – dakle, povezan prostor.

≈ N3≈

α1

α1

α2

α2 ≈
α3

α3

α1

α1

α2

α2

N2N1
bb

α

α

b

b a

b

Imaju�i u vidu ovu primedbu, nije texko uoqiti h me�usobno disjunktnih Жor-
danovih krivih na povrxi Nh qijim se izbacivaǌem dobija povezana povrx. Naime,
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3 Homotopija

3.1 Homotopna preslikavaǌa i homotopski ekvivalentni prostori

3.1.1 Homotopna preslikavaǌa

U ovoj glavi, kao i u prvoj, bez posebnog naglaxavaǌa podrazumevamo da su X, Y, Z, . . .
topoloxki prostori.

Definicija 147 Neka su f, g : X → Y neprekidna preslikavaǌa. Kaжemo da je f
homotopno sa g, i pixemo f ≃ g, ako postoji neprekidno preslikavaǌe H : X × I → Y
takvo da za svako x ∈ X vaжi da je

H(x, 0) = f(x) i H(x, 1) = g(x).

b

b

H

g

f

X

I

X × I

Y

0

1

Preslikavaǌe H nazivamo
homotopijom izme�u f i g i
pixemo H : f ≃ g. Jox se kaжe
i da H ostvaruje homotopiju
izme�u f i g.

Dakle, homotopija izme�u
f i g jeste neprekidno pres-
likavaǌe iz proizvoda X × I
u Y koje se ,,na visini 0”
(tj. na skupu X × {0}) pok-
lapa sa f , a ,,na visini 1”
(tj. na skupu X × {1}) sa g.
Zbog toga, neformalno govo-
re�i, postojaǌe ovakve homo-
topije zapravo znaqi da se preslikavaǌe f moжe neprekidno transformisati do pres-
likavaǌa g.

Oznaqimo sa C(X, Y ) skup svih neprekidnih preslikavaǌa iz prostora X u prostor
Y .

Stav 148 Relacija ≃ je jedna relacija ekvivalencije na C(X, Y ).

X × I X
pX //X × I

Y

H
&&▼

▼
▼

▼
▼

▼
▼

▼
X

Y

f

��

Dokaz: Refleksivnost: Ako je f : X → Y neprekidno preslika-
vaǌe, onda je i preslikavaǌe H : X × I → Y definisano sa

H(x, t) = f(x), (x, t) ∈ X × I,

tako�e neprekidno. Naime, ono je jednako kompoziciji dva
neprekidna preslikavaǌa – projekcije pX : X × I → X i pres-
likavaǌa f . Pri tom je, naravno,

H(x, 0) = H(x, 1) = f(x) za sve x ∈ X,

pa je, dakle, H : f ≃ f .

Simetriqnost: Pretpostavimo da je f ≃ g. Neka je H : X × I → Y preslikavaǌe ko-
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X × I X × I
α //X × I

Y

G
&&▼

▼
▼

▼
▼

▼
▼

▼
X × I

Y

H

��

je ostvaruje homotopiju izme�u f i g (kra�e, H : f ≃ g). Defi-
nixemo G : X × I → Y na slede�i naqin:

G(x, t) := H(x, 1− t), (x, t) ∈ X × I.

Preslikavaǌe G je, u stvari, kompozicija H ◦ α, gde je α :
X × I → X × I definisano sa α(x, t) = (x, 1 − t), (x, t) ∈ X × I.
S obzirom na neprekidnost oba ǌegova koordinatna preslika-
vaǌa, i α je neprekidno (stav 71), pa je onda i G neprekidno kao kompozicija dva
neprekidna. Pritom, za svako x ∈ X vaжi:

G(x, 0) = H(x, 1) = g(x); G(x, 1) = H(x, 0) = f(x).

Dakle, G : g ≃ f .

Tranzitivnost: Neka je H : f ≃ g i G : g ≃ h (gde su, naravno, f, g, h ∈ C(X, Y )).
Definixemo homotopiju F : X×I → Y kao nadovezivaǌe homotopija H i G. Preciznije,

F (x, t) :=

{
H(x, 2t), 0 6 t 6 1

2

G(x, 2t− 1), 1
2
6 t 6 1

, (x, t) ∈ X × I.

Kako je za t = 1
2
(i sve x ∈ X) H(x, 2t) = H(x, 1) = g(x) = G(x, 0) = G(x, 2t − 1), to je F

ispravno definisano preslikavaǌe. Restrikcija F |X×[0, 1
2
] jednaka je kompoziciji H ◦ϕ,

gde je ϕ : X× [0, 1
2
] → X× I definisano sa ϕ(x, t) = (x, 2t), (x, t) ∈ X× [0, 1

2
]. Preslikavaǌe

X × [0, 1
2
] X × I

ϕ //X × [0, 1
2
]

Y
F |

X×[0,12 ] &&▼
▼

▼
▼

▼
▼

▼
X × I

Y

H

��

X × [1
2
, 1] X × I

ψ //X × [1
2
, 1]

Y
F |

X×[ 12 ,1] &&▼
▼

▼
▼

▼
▼

▼
X × I

Y

G

��

ϕ je, oqigledno, neprekidno (stav
71), pa je zato i restrikcija
F |X×[0, 1

2
] neprekidna. Sliqno,

F |X×[ 1
2
,1] = G ◦ ψ, gde je ψ : X ×

[1
2
, 1] → X × I, ψ(x, t) = (x, 2t − 1),

pa je F |X×[ 1
2
,1] neprekidno kao kom-

pozicija neprekidnih. Iz qiǌe-
nice da su skupovi X × [0, 1

2
] i

X × [1
2
, 1] zatvoreni u X × I (kao

proizvodi zatvorenih) i da pokrivaju X × I, na osnovu Teoreme o lepǉeǌu (teoreme
23), zakǉuqujemo da je F neprekidno. Konaqno, kako je za sve x ∈ X

F (x, 0) = H(x, 0) = f(x) i F (x, 1) = G(x, 1) = h(x),

to je F : f ≃ h. �

Sad �emo dokazati da se relacija ≃ lepo slaжe s kompozicijom. Preciznije, vaжi
slede�e tvr�eǌe.

Stav 149 Neka su f, g : X → Y neprekidna preslikavaǌa i neka vaжi f ≃ g.

(a) Ako je ϕ : Y → Z neprekidno preslikavaǌe, onda je ϕ ◦ f ≃ ϕ ◦ g.
(b) Ako je ψ : W → X neprekidno preslikavaǌe, onda je f ◦ ψ ≃ g ◦ ψ.

Dokaz: Neka je H : X × I → Y homotopija izme�u f i g. Dakle, H je neprekidno i vaжi
da je H(x, 0) = f(x) i H(x, 1) = g(x) za sve x ∈ X.

(a) Uoqimo kompoziciju ϕ ◦H : X × I → Z. Ona je neprekidna, a za sve x ∈ X vaжi

ϕ
(
H(x, 0)

)
= ϕ

(
f(x)

)
i ϕ

(
H(x, 1)

)
= ϕ

(
g(x)

)
,

pa je, dakle, ϕ ◦H : ϕ ◦ f ≃ ϕ ◦ g.



124 3 Homotopija

Sn : b

f(x)

g(x)

0

b

b

Dakle, ni za jedno x ∈ X, duж s krajevima f(x) i g(x) ne
prolazi kroz koordinatni poqetak, pa zato svaku od tih duжi
moжemo radijalno da projektujemo na sferu. Preciznije, poxto
je (1− t)f(x) + tg(x) 6= 0 za sve x ∈ X i sve t ∈ I, formulom

H(x, t) :=
(1− t)f(x) + tg(x)∥∥(1− t)f(x) + tg(x)

∥∥ ,

ispravno je definisano preslikavaǌe H : X × I → Sn, koje je,
oqigledno, i neprekidno. Sad se rutinski proverava da je H(x, 0) = f(x) i H(x, 1) = g(x)
za svako x ∈ X, pa zakǉuqujemo da je H : f ≃ g.

3.1.2 Relativna homotopija

Definicija 150 Neka su f, g : X → Y neprekidna preslikavaǌa i neka je A ⊆ X.
Kaжemo da je f homotopno sa g relativno A, i pixemo f ≃ g (relA), ako postoji
neprekidno preslikavaǌe H : X × I → Y takvo da je

H(x, 0) = f(x), H(x, 1) = g(x) za sve x ∈ X i

H(a, t) = f(a) = g(a) za sve a ∈ A i sve t ∈ I.

b

b

H

g

f

X

I

X × I

Y

0

1

A

Sliqno kao u definiciji
147, preslikavaǌe H nazi-
vamo homotopijom relativno
A (ili relativnom homotopi-
jom) izme�u f i g i pixemo H :
f ≃ g (relA).

Primetimo da je neophodan
uslov za f ≃ g (relA) pokla-
paǌe preslikavaǌa f i g na
svim taqkama skupa A (f |A =
g|A). Dakle, ako je f(a) 6= g(a)
za bar jedno a ∈ A, onda f i g
ne mogu biti homotopna rela-
tivno A. Tako�e, jasno je da
vaжi i implikacija: ako je f ≃ g (relA), onda je f ≃ g. Relativna homotopija je zap-
ravo homotopija koja je, pride, i konstantna na svakom ,,xtapu” {a} × I (gde je a ∈ A).
Drugim reqima, za svako a ∈ A, H(a, t) ne zavisi od t – isto je na svakoj visini.

Primer 3.1.3 Ako su f, g : X → K dva neprekidna preslikavaǌa iz prostora X u
konveksan skup K ⊆ Rn (n ∈ N) i ako je A ⊆ X takav da se f i g poklapaju na A, onda je
f ≃ g (relA). Naime, ako je H : X × I → K linijska homotopija izme�u f i g (v. primer
3.1.1), onda je za sve a ∈ A i sve t ∈ I ispuǌeno

H(a, t) = (1− t)f(a) + tg(a) = (1− t)f(a) + tf(a) = (1− t+ t)f(a) = f(a) = g(a),

jer je f |A = g|A. Dakle, H : f ≃ g (relA).
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Naravno, dve petǉe u taqki x0 mogu se nadovezati, a tako dobijeni put je opet petǉa
u taqki x0. Zato je nadovezivaǌe petǉi (u, v) 7→ u · v jedna binarna operacija na skupu
P (X, x0). Veoma vaжno svojstvo ove operacije dato je u slede�em stavu.

Stav 164 Neka su u, u′, v, v′ ∈ P (X, x0) i neka vaжi da je u ≃ u′ (rel{0, 1}), v ≃ v′ (rel{0, 1}).
Tada je u · v ≃ u′ · v′ (rel{0, 1}).

Dokaz: Neka je H : u ≃ u′ (rel{0, 1}). Kako su u i u′ petǉe u taqki x0, to znaqi da homoto-

b

X

u
u′

x0

I2 :
H

u

u′

0 1

1

s

t

0 1

1

s

I2 :
G

v′

v

X

x0

v

t

b

v′

b

bb

b

bb

b b

pija H : I2 → X qitave
duжi {0} × I i {1} × I (dve
uspravne stranice kvadrata I2)
preslikava u taqku x0. Doǌa
vodoravna stranica I × {0} se,
pak, preslikava pomo�u petǉe u,
a gorǌa pomo�u petǉe u′. Reqju,
za sve s ∈ I i sve t ∈ I vaжi

H(s, 0) = u(s), H(s, 1) = u′(s),

H(0, t) = H(1, t) = x0.

Sliqno, ako je G : I2 → X
homotopija relativno {0, 1} iz-
me�u v i v′, onda je za sve s ∈ I
i sve t ∈ I ispuǌeno

G(s, 0) = v(s), G(s, 1) = v′(s),

G(0, t) = G(1, t) = x0.

Uoqimo preslikavaǌe F : I2 → X definisano sa

F (s, t) =

{
H(2s, t), 0 6 s 6 1

2

G(2s− 1, t), 1
2
6 s 6 1

, (s, t) ∈ I2.

0 1

1

s

I2 : G

u

u′ v′

v

H

X

u
u′

x0

v

t

1
2

b

v′
F

b b

bbb

b

Ono je zaista dobro defi-
nisano, jer je za s = 1

2
(i

svako t ∈ I) ispuǌeno H(2s, t) =
H(1, t) = x0 = G(0, t) = G(2s−1, t).
Preslikavaǌe F je i neprekidno
po Teoremi o lepǉeǌu. Naime,
restrikcija F |[0, 1

2
]×I jednaka je

kompoziciji [0, 1
2
] × I

α−→ I2
H−→

X, gde je α(s, t) = (2s, t), (s, t) ∈
[0, 1

2
] × I, pa je i neprekidna kao

kompozicija takvih. Sliqno,

F |[ 1
2
,1]×I jeste kompozicija slede�ih neprekidnih preslikavaǌa: [1

2
, 1] × I

β−→ I2
G−→ X,

gde je β(s, t) = (2s−1, t), (s, t) ∈ [1
2
, 1]×I. Uz sve to, za preslikavaǌe F vaжe i jednakosti:

F (s, 0) =

{
H(2s, 0), 0 6 s 6 1

2

G(2s− 1, 0), 1
2
6 s 6 1

=

{
u(2s), 0 6 s 6 1

2

v(2s− 1), 1
2
6 s 6 1

= (u · v)(s), s ∈ I;
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F (s, 1) =

{
H(2s, 1), 0 6 s 6 1

2

G(2s− 1, 1), 1
2
6 s 6 1

=

{
u′(2s), 0 6 s 6 1

2

v′(2s− 1), 1
2
6 s 6 1

= (u′ · v′)(s), s ∈ I;

F (0, t) = H(0, t) = x0, F (1, t) = G(1, t) = x0, t ∈ I.

Zakǉuqujemo da je F : u · v ≃ u′ · v′ (rel{0, 1}). �

Na osnovu stava 151, relacija ≃ (rel{0, 1}) jeste jedna relacija ekvivalencije na
P (X, x0). Oznaqimo odgovaraju�i koliqniqki skup sa π1(X, x0). Dakle,

π1(X, x0) := P (X, x0)/ ≃ (rel{0, 1}),

tipiqan element skupa π1(X, x0) jeste [u], gde je u petǉa u taqki x0, dok za dve petǉe u
i u′ vaжi da je [u] = [u′] u π1(X, x0) ako i samo ako je u ≃ u′ (rel{0, 1}).

Iz upravo dokazanog stava 164 zakǉuqujemo da nadovezivaǌe petǉi u P (X, x0) in-
dukuje binarnu operaciju na koliqniqkom skupu π1(X, x0). Ako tu operaciju oznaqimo
sa ∗, onda je za [u], [v] ∈ π1(X, x0)

[u] ∗ [v] := [u · v].

Operacija ∗ : π1(X, x0) × π1(X, x0) → π1(X, x0), dakle, ispravno je definisana (drugim
reqima, rezultat [u ·v] ne zavisi od izbora predstavnika klasa [u] i [v]) na osnovu stava
164 – ako je [u] = [u′] i [v] = [v′], onda je i [u · v] = [u′ · v′].

x0

X
u

x0

X
u−1

b b

Oznaqimo jox sa cx0 : I → X kon-
stantnu petǉu (cx0(t) = x0 za sve
t ∈ I), a za datu petǉu u ∈ P (X, x0),
oznaqimo sa u−1 : I → X petǉu
koja pro�e istim putem kao i petǉa
u, ali u suprotnom smeru. Pre-
ciznije, u−1(t) := u(1−t), t ∈ I. Iako
je to sasvim jasno, napomenimo ipak
da ovako definisano preslikavaǌe u−1 nije preslikavaǌe inverzno preslikavaǌu u (to
inverzno preslikavaǌe, zapravo, i ne postoji, jer je u petǉa, pa nije ,,1-1”), mada se
upotrebǉava ista oznaka. Iz formulacije predstoje�e teoreme, pak, odmah �e biti
jasno zaxto se koristi bax ta oznaka za ovu petǉu.

Teorema 165 Skup π1(X, x0) jeste grupa u odnosu na operaciju ∗. ǋen neutral je [cx0], dok
za inverz [u]−1 elementa [u] ∈ π1(X, x0) vaжi da je [u]−1 = [u−1].

Dokaz: Asocijativnost: Neka su u, v, w ∈ P (X, x0) tri proizvoǉne petǉe u taqki x0.
Treba dokazati da je ([u] ∗ [v]) ∗ [w] = [u] ∗ ([v] ∗ [w]), tj. da je

(u · v) · w ≃ u · (v · w) (rel{0, 1}). (18)

Za petǉu (u · v) · w : I → X vaжi da je

(
(u · v) · w

)
(t)=

{
(u · v)(2t), 0 6 t 6 1

2

w(2t− 1), 1
2
6 t 6 1

=





u(2·2t), 0 6 2t 6 1
2

v(2·2t− 1), 1
2
6 2t 6 1

w(2t− 1), 1
2
6 t 6 1

=





u(4t), 0 6 t 6 1
4

v(4t− 1), 1
4
6 t 6 1

2

w(2t− 1), 1
2
6 t 6 1

.

Dakle, segment I se podeli na tri dela – na segmente [0, 1
4
], [1

4
, 1
2
] i [1

2
, 1]. Prvi od ǌih je

rezervisan za petǉu u, drugi za v, tre�i za w. Svaki od ovih segmenata se, u stvari,
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napomenimo da su primeri takvih prostora sfere dimenzije ve�e od jedan. Naime,
Brauerova teorema (koju nismo dokazali u vixim dimenzijama) daje nam da nijedna
sfera nije kontraktibilna, a moжe se dokazati i da je svaka sfera dimenzije bar dva
prosto povezana (npr. π1(S

2) = 0 iako S2 nije kontraktibilna).

3.6 Borsuk–Ulamova teorema

Jedna od najpoznatijih topoloxkih teorema jeste slede�a, Borsuk–Ulamova teorema.

Teorema 192 Neka je n ∈ N i f : Sn → Rn neprekidno preslikavaǌe. Tada postoji x0 ∈ Sn

takvo da je f(x0) = f(−x0).

Sn

b

b

f(x0) = f(−x0)

Rn

x0

0

−x0

f

Dakle, kad god imamo
neprekidno preslikavaǌe iz
sfere Sn u euklidski prostor
Rn, na sferi postoji par an-
tipodalnih taqaka koje imaju
istu sliku pri tom preslika-
vaǌu. Zanimǉiva primena
Borsuk–Ulamove teoreme za
n = 2 dobija se kad se posmat-
ra (neprekidna) funkcija koja svakom mestu na zemaǉskoj kugli dodeli slede�i par
realnih brojeva: temperaturu i vazduxni pritisak na tom mestu (u odre�enom vre-
menskom trenutku). Dobija se qiǌenica da u svakom trenutku postoje dve antipodalne
(dijametralno suprotne) taqke na Zemǉi sa istom temperaturom i istim vazduxnim
pritiskom.

Kao i u sluqaju Brauerove teoreme, i ovde �emo najpre navesti nekoliko tvr�eǌa
ekvivalentnih tvr�eǌu Borsuk–Ulamove teoreme (i dokazati te ekvivalencije), a onda
dati dokaz ove teoreme za sluqajeve n = 1 i n = 2.

Radi formulacije tih tvr�eǌa, definiximo jedan jednostavan pojam.

Definicija 193 Neka su m,n ∈ N0. Za preslikavaǌe g : Sm → Sn kaжemo da je neparno
ako za sve x ∈ Sm vaжi da je g(−x) = −g(x).

Navedimo jedan jednostavan primer (neprekidnog) neparnog preslikavaǌa, koje �e
se pojavǉivati i u dokazu naredne teoreme. Ako su m,n ∈ N i m > n, neka je i : Sn → Sm

prirodno utapaǌe sfere Sn u sferu Sm,

i(x1, x2, . . . , xn+1) = (x1, x2, . . . , xn+1, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−n

), (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Sn.

Lako se vidi da je i jedno neparno preslikavaǌe. Naime, za sve (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Sn je

i
(
− (x1, x2, . . . , xn+1)

)
= i(−x1,−x2, . . . ,−xn+1)

= (−x1,−x2, . . . ,−xn+1, 0, 0, . . . , 0)

= −(x1, x2, . . . , xn+1, 0, 0, . . . , 0)

= −i(x1, x2, . . . , xn+1).
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