IIpenrosop

OsBa KmUra je 3aMuIbeHa Kao yiubeHuk 3a npeamMer ,,Ouuriensa romoaoruja” Ha Marema-
TUYKOM (hakynTery Y HuBep3urera y beorpamy. Y ®B0j je u3BpiieH u3b0p HEKMX OCHOBHUX
TONOJIOIIKMX TeMa M JaT je yBOA y CBaKy O BHUX. Y NUTamy Cy OIITa TONOJOrUja,
Teopuja rpadosa U MOBPIIM, KAO ¥ T€OPUja XOMOTOMH]E. Hajrpy06me peueno, TOmOJIOrKja je
MaTeMAaTUYKa IUCIUIINHA KOja ce DABU OHUM CBOjCTBUMAa I'€OMETPUjCKUX O6J€KaTa KOja ce
He HApyIIaBajy HEIPEKWAHUM aedopManudjamMa THUX oOjexaTa. Y TOIOJIOTUJU je T03BOJLEHO
naTy (Urypy mcresaTH, caBUjaTU, CKyIJbaTu, obpraru m ci. OHO mTO je 3abpameHo jecre
KIIaihe MM Nename Te Gurype, kao u MehycoOHO crlenbuBame HEKUX HEHUX LeJIOBA. 3aro
OBy MaTeMaTUUKy AUCLUIINHY HEKM HA3UBA]jy ,reOMeTpUjoM IyMeHux objekara’. To ce pop-
MaJn3yje IOjMOM XOMEeOMOP(U3Ma — IEHTPAJIHMAM IIOJMOM TOIOJOTH]E. Kmura IpeCTaBba
MOKYIIaj M3Jarama TOMOJIONKE TEMATHUKE UCTOBPpEMEHO u popmasao u Hepopmasuo. C jenne
cTpaHe, CBU IIOJMOBU Cy CTPOro neprHMCAHU M 3a HajBehum Opoj HaBeneHUX TBpbhema, Kan
ol TO HUje IPEACTABIbAJO MPEBEINKO onTepeheme 3a TEKCT, AATU CY MOTIYHU MATEMATUUKA
nokasu. C apyre crpane, mapaJieHO ¢ (OPMATHUM M3JIarameM, Ipe CBera moMony Beankor
Opoja mpompaTHUX IPTEXA, CINKA U AujarpaMa, Ipe3eHTOBaH je 1 HehopMaJsaH, NHTUY TUBAH
omuc obpabuBanor camgp:kaja.

Canp:kaj Ki®Ure je momesbeH Ha TPU IJiaBe, a CBaka Ol HUX Ha HEKOJUKO omesbaka. CBaka
rnaBa obpabyje mo jemHy on Tpu NIOMEHyTe TeMe: OIIITY TOIOJIOTHjY, TEOPUjy rpadoBa
U TMOBPmIK U TeOopujy xomoronuje. HapaBHO, peu je 0 MyKOM yNO3HABAKkYy Ca OCHOBHUM
MOjMOBUMA W TMOCTYJATHUMa M3 OBUX ODJACTHU; CBaKa Ol HUX je MAJEKO CaIp:KajHUja U OTl-
MIMPHUja O ONKCa KOjU je maT y oBOj kmu3u. llocmenmu onesbak cBake IriiaBe CacToju ce U3
3amaTaka KOju ce omHoce Ha oaroBapajyhy temy. OHU cy 3aMUIILEHU KAO Be:KOA M IPUINKA
3a 4MTaola Ja BUXOBUM PellaBameM TeCTupa CBoje pasyMeBame npebenor rpamusa. Camum
TuM, OHU Ou Tpebaso ma Oymoy KOPUCHU y MPUIPEMU CTYIAEHATA 38 MUCMEHU WUCIUT U3 OBOT
npeaMeTa.

[IpBa raasa ,, Tomosomky mpocTopu” OAHOCHU Ce Ha ONIITY TOIOJIOTHjY. Y HOj Cy neduHu-
CaHU TOIOJIOIIKYA TPOCTOPHU, HENMPEKUIHA IpecanKaBama ndMehy mux, xomeoMmoppusMu, Kao
¥ HEKOJUKO OCHOBHUX TOTOJIOMKAX OCOOWHA, MOMYT KOMIAKTHOCTU, MOBE3aHOCTU U IIyTHE
MOBE3aHOCTU. Y CTAHOBJ/LEHE CY U HEKe ejeMeHTapHe Be3de maMebhy Tux mojmoBa. Takobe,
OomucaHe Cy U [AB€ BayKHE KOHCTPYKIMje: TOMIOJOIIKA MPOU3BOA ¥ TOIOJOMIKA KOJUYHUK.
OsBa rsmaBa yjemHo mMpencTaB/ba WM HEONXOAHY MOAJOTY 3a YATAlHEe M yCBajame caapskaja u3
HapemnHe nBe riaBe. MHOro nerassHUjU YBOM Yy ONIITY TOIOJOTUjy MO:ke ce Hahm y kmurama
(2, 3].

Ilpyra rnaBa HOCU Ha3uB ,I'padoBu, moBpmM, Mane Ha noBpmuMa’ u HajBehuMm cBojuM
nesoM ce ocinama Ha [4]. I'padosBu mpencrasibajy jeqHONMMEH3MOHE, a MOBPIIU ABOIVMEH-
3uoHe reoMmerpujcke objexkre. Hajupocrtuje pedeno, rpa¢ ce cacTtoju On HEKOJMKO TEMEHA
(Tayaka y IpOCTOPY) M HEKOJMKO MBUIA — LY:KU KOje clajajy Heka on Tux teMmena. ledu-
mucanu cy Ojmrepoa KapaKTePUCTHKa, XPOMATCKK OPOj, IJIaHAPHOCT U JOII HEKa TOIOJIOMKA
1 koMOmHaTOpHA cBojcTBa rpadosa. llopen Tora, HaBemeHe Cy ¥ HeKe 3HAMEHUTE TeOpeMe
u3 OBe Teopuje, O KOjux cy MHore um mokasane. (OBa ryaBa ce mocebHO 6aBU M jeTHUM
BUIOM MHTepaknuje uaMmMehy rpadoBa m moBpmm — ManaMa Ha nopmmMa. Jlocta makme
je mocBeheno Oojemy Mama Ha TOBPIIMMA TAKO [Oa CBAaKa IBA CyCeqHA PErvoHa Mame Oymay
obojena pasaumuntuM OGojama. IloceBHO je y TOM KOHTEKCTY pa3MaTpaH YyBEHU ,,IpobJem
yeTupu 0Ooje” — mpobieM ma ce OOKaske Oa Ce CBaKa Malla Yy PaBHU MOKE Tako 000juTu
ropuctehu camo yetupu 60je.

Y tpehoj rimaBu, KOja je HaACIOBJbEHA ca ,,XoMoTomuja”’, maT je KpaTak yBON y jemHy
BPJIO IMUPOKY U MJAOAHY TPaHy TOMOJOTHWje — TEOPU]y XOMOTOTNHje. Y BEIEeHU CY MOjMOBU
XOMOTOIIHUX IIPECIMKaBalba U XOMOTOICKM €KBUBAJIEHTHUX IIPOCTOPA, a 3aTUM je Ie(UuHU-
caHa U (i)yH;LaMeHTanHa rpymna TOMOJIOMKOT IPOCTOPa — MOjaM UHWjU je 3Hadaj y TOIOJIOTUjU
Temko npenernTy. To je mpsa aarebapcka CTPyKTypa IpUAPY7KEHA TONOJIOMKOM IPOCTODY,
U TIpeNCTaBsba NMPBY JEKIUjy y T3B. aarebapckoj Tomosgoruju. PesyaraTtm Be3aHU 3a XO-
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MOTONUjY U (yHIAMEHTAJIHY I'PYIy, KOjU Cy MOOUjeHM y NPBOM M€y OBE TJaBe, y APYrOM
BEHOM JeJIy Cy NPUMEHeHU Ha MOKA3MBame HEKOJMKO 3HAMEHUTHUX Teopema. Hajupe je mar
tonosomku noka3 OCHOBHE Teopeme ajrebpe, a 3aTUM CY V ,,HUCKO- IUMEH3UOHUM CJIy4daje-
BuMa’ nokaszane BpayepoBa Teopema o ¢urcHOj Tauky u Bopcyk—Y mamoBa TeopeMa.
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1 TomoJsomku mpocTopu

1.1 le¢pmHUNMja, OTBOPEHU " 3aTBOPEHM CKYIIOBM, IOTIIPOCTOP

TonosomKu TpOCTOPU MPEACTABILA]Y YOIITEne (01 paHUje MO3HATUX ) METPUYKUX IPOCTOPA.
IToncerumo ce ma je mempuuku npocmop ypeben map (X,d), rme je X mempasan ckym, a
d: X xX — [0,400) mempura unu pacmojame Ha X — PyHEKIMja KOja 3a cBe T,y,z € X
3a/10BoJbaBa cieneha Tpu ycaoBa:

(1) d(z,y) =0 <= z=y;
(2) d(z,y) = d(y, z);
(3) d(z,2) <d(z,y) +d(y,2).

[TojaM OTBOPEHOr CKyla y MEeTPUYKOM
IpOCTOPY yBOAM ce nomMohy nojua oreopene [
kyrae. Ako je xg € X u 0 > 0, omeopernom
KY2a0M Ca YEHNMPOM Y Ty NOAYNPEYHUKE O
HasuBaMo ckyn {r € X | d(zg,z) < 0} m
o3nauaBaMmo ra ca B(wrg;0). Cama, 3a ckyn
A C X raxeMo na je omeopen (y METPUIKOM
npocropy (X, d)) ako 3a cBako a € A nocroju
d > 0 Takso ma je B(a;0) C A. Tlosmaro je
na y merpuukoMm npocropy (X, d) Baxke caeneha tephema.

(1) P u X jecy orBOpeHu.

(2) Aro je U mera (amumimja OTBOPEHUX CKyIOBa, OHIA je W yHuja Te ¢damuauje, (JU,
Takobhe OTBOpEH CKyII.

(3) Ako cy U u V orBopenu ckynosu, ouga je u U NV OTBOpeH CKyTI.

1.1.1 Iedwmnumnuja u npuMepu

Tpu moMmeHyTa CBOjCTBA OTBOPEHUX CKYIOBA y METPUYKOM IPOCTOPY HPEACTABIBAjY MOTU-
BaIMjy 3a yBODeme MmojMa TOMOJOMIKOT IIPOCTOPA.

Hedbumanmuja 1 Herka je X mempasan ckyn m P(X) meroB maprutuBHu ckymn. Pamunujy
T C P(X) masuBamo monosozujom Ha X aKO Cy UCIYyHEHA HADEIHA TPU YCJIOBA:

(T1) 0,X €T,
(T2) UCT = UUET,;
(T3) U,VeT =UnVeT.

Tana, nap (X, 7) HABUBAMO MONOAOUKUM NPOCMOPOM, 8 €JIeMEeHTe TONOoJoruje T 0meopenum
ckynosuma. Taxobhe, roBopuhieMo 1 O TOMOJIOMIKOM mMpocTOpy X moapasyMeBajyhu mpu Tom
U3BECHY TOMOJIOTH]Y.
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Hapasuo, unaykimujom ce u3 ycaoBa (T3) mako mobuja uumeHMUIa Ja TOMOJIOTHUja KOja
caapsku ckynose Uy, Us, ..., U, (n € N) my:xuO canp:xu um muxos npecexk Uy NU; N ... N U,.
Iakse, Tononoruja je pamunuja nmoackymnosa on X koja canpsxku () u X u xkoja je 3aTBopena
3a MPOM3BOJLHE YHUjE M KOHAUHE MIPECEKE.

IIpumep 1.1.1 Ako je (X, d) MeTpuurm npocTop, OHAA je, HA OCHOBY YBOIHOI pa3MaTpama,
damunmja cBux orBopenux ckymoBa y (X,d) jemma tomosormja ma X. Hby osmauasamo ca
T (d) n HAZUBAMO je MOno.a02ujom UHOYKOBAKOM MEMPUKOM d.

[ToceGHO, TOMONIOTM]y MHAYKOBAHY €YKJIUICKOM MeTpUKOM Ha R” HazuBaMo yobuuajenom
monoaozujom na R™ u o3uavasamo je ca U. Iarkne, U = T (ds), rme je dy : R" x R" — [0, +00)
nepurncana ca do(z,y) = /(11 —11)2 + (22 — ¥2)> + -+ + (zn — Yn)?, 7,y € R". Y6ynyhe, ako
opyraduje He Oyme HarsameHo, Ha R" mompa3ymeBaMo yoOUYajeHy TOIOJIOTU]Y.

NznBojuhemo jom jeman cnemnumjasnan ciaydaj. Ha mpousBosmnOM ckynmy X nedumHuime ce
ouckpemmna mempura p, p(r,y) := 1 Kam rom cy * U y ABe pas3juduTe Tavyke n3 X, U HAPABHO,
p(x,x) :=03a cBe z € X. Omrosapajyhy ronosnorujy 7 (p) 30BeMO Quckpemmom monosozujom
Ha X u obuuno je osHauaBamo ca T;. Kako je, 3a mpoussomno z € X, B(z; 1) = {z}, To je
{x} orBOpen ckyn y mpoctopy (X,7;), ma ¢ o63upom Ha uumenuny zaa je A = J,.,{a} 3a
caku ckyn A, yciaos (T2) uz medununuje maje HaM ma AUCKPETHA TOMOJOTHja Tq CAIpPKU
cBe monckymnose on X. Iarme, Ty = P(X).

IIpumep 1.1.2 Kao cympoTHOCT AUCKPETHO] TOMOJOTUjU, KOoja oOyXBaTa CBe IMOICKYIOBE

mator ckyma X, yoummo damumaujy T, := {0,X}. Jlako ce mposepaBa gma je T, jemHa

ronmosoruja Ha X. Ona ce 30Be anmuduckpemna mononozuja. Ilpumerumo ma, ako X mma

Oap IBa eleMeHTa, aHTUIUCKPETHA TOIMOJOrMja HUje MHIYKOBaHa MeTpukoM. Hawmme, ako Ou

d buaa MeTpuKa y KOjOj Cy caMo mpa3aH CKyn u 1meo X OTBOPEeHM, OHIa Ou CBaKa OTBOPEHA

kKyriaa Ouisa jemuaka ca X (jep je oTBOpeHa Kyria Hempa3aH oTBOpeH ckyi). Mebyruwm, ako
g

cy z,y € X mBe paznuunre Tauke u € = d(z,y) > 0, onma xyrna B(x;§) He caapxn Tadky ¥.

Iakmie, aHTUANCKPETAH TPOCTOP je MPUMEDP TOMOJOMKOT MPOCTOPA KOjU HUje METPUYKU.

ITpumep 1.1.3 Heka je X mpoussBosman Hempasal ckyl. Yoummo dpamunujy Tep:= {U C X |
U° je xonauan cryn} U {0}. Hokamumo ma oHa mpeacrasiba jemHy TOmogorujy Ha X.

Owuurnento, () € 7., a karo je X¢ = () konauan, To u X € T.;. Ilarie, UCIHyHEH je yCIOB
(T1).

Hexa je canma {Ux}rea nondpamunuja pamunuje Tep. Horasmumo na | J,., Uy € Tep. Axo oa
daMmimja caap:Ku Ipa3aH CKyI, HEeroBuM usbamuBameM ce Hehe mpoMmenuTu yHuja damu-
nuje, ma crora Moxkemo npernocrasutu ga cy csu Uy, menpasuu. Cama, (U,cp Un) = iea U
jecTe KOHaUaH CKyN KAO MPECeK KOHAUHUX, Na 3akrbydyjemo ma Baxku u (T2).

Konauno, nmera cy U,V € T.;. Ako je Hek:m oJ oBa nBa CKyla Ipa3aH, OHNA je U HUXOB
npecek npasad. Ako cy oba menpasua, onga je (UNV)¢ = U°UV*® konauan cKyn Kao yHUja
nBa KOHa4Ha. Y cBakoM ciay4ajy, UNV € T.p, na cmo mokaszauu u yciaos (T3).

Tononorujy 7T.; Ha3uBaMo xofdunummnom monosozujom Ha X. Axro je X komauan, oHzma je
HAPaBHO M CBAKU HETOB IOJCKYI KOHAUYAH, Ia je, y ToM ciaydajy, T.p = Tq = P(X).

ITpumep 1.1.4 Hera je X ckyn u p € X. Pamvmuimja 7, := {U C X | p € U} U {0} ounro
canpsm 1 ) m X, a Jako ce BUAM M Na je 3aTBOPEHA 3a NPOM3BOJLHE YHUjE U IIPECEKE.
Hakne, 7, je Tomonoruja Ha X, KOjy HA3UBAMO MONOAOZUJOM YOUEHE MAYKE D.

Y cnyuajy ram X mMma TadyHO IBa ejeMeHTa, mpocrop (X,7,) HasuBa ce W CBE3AHOM
dsomavkxom uim npocmopom Cjepburcroe.
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IMpumep 1.2.5 IlpeciukaBame h : (—3,5) — R medunmcano ca h(r) = tgz, npeacrasipa
xoMeomopdusam usmely OoTBOpeHOTr MHTepBaJa u uuTase peasne mpase (h™'(y) = arctgy).
Ilakie, OTBOPEHY Iy, MOMKEMO & PACTErHEMO Yak ,,y OECKOHAUHOCT”, a na joj He mpoMe-
HUMO TOmOJOmEKMU Tuil. VI oOpHyTO, (HEOrpaHudeHny) mpaBy MOKEMO Aa CKyOUMO Ha Orpa-
HUYEH MHTEPBAJ, aJi OTBOPEH (Tako Aa He CaIp/KU KPajHme TAuKe).
: SR
Pecrpurmuja npeciukasama h Ha [0, 5) maje xomeomopdusam usmehy moayorBopese myEn

u noxymnpase [0, +00).

IIpumep 1.2.6 Axo je k. = {x € R? | ||z|| = r} xpy&HUIA y paBHU ca HEHTPOM y KOODIU-
HATHOM MOYeTKy MoJyTlpedHuka r > 0, oHAa npecaukasame (xomoreruja) h: St — k., medu-

Hucano ca h(r) = rx, mpencrasma xomeomopduszam usmeby jenunuune kpyskuune S' = ki u
kpyxuuue k, (h~'(y) = % -y). Camuno, ako je k, KPYKHUIIA Y PABHU MOJJIYIPEYHUKA ' YUjU
HeHTap HUje 00aBe3HO y KOODAMHATHOM IIOYETKy, OAroBapajyha TpaHcianmuja ycCIOCTaBIba
xomMeoMopou3aM usMmeby kpyxuuna k, u k..

Iakne, cBe Kpy:kHUIlE y paBHU, Oe3 003upa Ha IEHTAp U MOJYyIpPedYHuK, mehycobHO cy
xomeomopoue. To omeT 3HAUN na Ce UCTE3amEM U CKYI/bAHEM KPY/KHUIE HE MEHa TOMOJIONIKA

TUII.

- O ®

HapaBuo, xoMOTeTHje 1 TpaHCIaluje yCIOCTaB/bajy XoMeoMophu3Me u n3Mely 3aTBOpEeHNX
OVICKOBa PA3JIMUUTUX IEeHTapa U MOJNYIPEYHUKA, 3aTUM, OTBOPEHNUX OUCKOBA MTI.

ITornyso je amasiorHa cuTyanuja U y BUNIAM
OVIMEH3UjaMa. Ha wnpumep, cBe nBoamMeH-
3uoHe cdepe cy wmehycobo xOMeomopdHE.
Ilakme, cdepy MoOxeMO na ,HaZyBaBamMo U
,u3ayBaBamo” . Tomosiomku, cBe OCTaje UCTO. - ‘
IIpumep 1.2.7 Ha ocuoBy npumepa 1.2.5, oTBO-
pPEeHu WHTEpBaJ, OMHOCHO jeIHOIUMEH3WOHU OT-

o

Bopenu muck, D' = (—1,1) xomeomoppan je uu-
TaBOj peaJjyiHOj IpaBoj. Bakwy u yommreme oBora:
o

D™~ R" 3a cBako n € N. Ha npumep, npecaura-

1

pame h: D" — R" nato ca h(r) = I

- T, IPeCTaB/ba XOMeoMoppUu3aM, jep je HeIPEeKUIHO,
[¢]
a u memy uHBep3HO h™!: R" — D" h7l(y) = m -1y, Takohe je HempeKuIHO.

ITpumep 1.2.8 Heka je nar X C R” u meka je f: X — R menperkumuo npecaukaBame. AKO
je Ty = {(z, f(z)) | * € X} C R"™! rpagur ¢pymkuumje f, onma je mpecaurasame h: X — [},
nepunucano ca h(x) = (z, f(x)), xomeomoppuszam. Hawmme, oHO je oumrienHo GujeKTUBHO;
HEMPEKUIHO je, jep Cy My KOODAMHATHA MPECIUKaBama HENmpeKuAHA (OBIEe Ce KOPUCTU Y-
BEHNIA Oa je f HEIPEKUIHO); HOK je HBEeroB MHBep3 pecTpuknuja Ha 'y mpojernuje Ha mpBUX
n KOOPAUHATA, 1A j€ M OHO HEIPEKUIHO.
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Ilakne, rpaur HeIpeKUOHe peasiHe (GYHKIUje XOMeOMOD(aH je NOMeHYy Te (yHKIUje.
Ha npumep, cerment (3aTBOopeHa Iysk) XOMeoMOpdaH je rpadury OUIO KOje HelperumIHe
¢yHEIMje OTepUHUCAHE Ha TOM CEIMEHTY.

— AN

Iakne, my:xky He caMO Oa MOMKEMO nOa PACTEXKEMO M CKyIJbaMo, Behh MOkeMO M Oa ux
caBWjaMO U HUCIPaBJILAMO.

Cinuuna je cuTyanuja @ KOJ BUIIEINMEH-
3MOHUX TeoMeTpujckux ¢urypa. W muxos To-

[IOJIOIIKY TUIl C€ HE MEHa MPUJIMKOM CaBUja-
Bba, CKyIJbalkha, UCTe3ama, UCIpaBbama. Ha
npumep, rpadur ¢yurmuje f @ D" — R
nepunucane ca f(x) = /1 —|z|?, jecre mo- ~
aychpepa mumensuje n. I[locedbno, mBommMen-
3MOHU 3aTBOpeHU auck D? xomeomopdan je

(3aTBOpEHOj) momychepu.

ITpumep 1.2.9 Arko ca EKpysRHUIE U30AIMMO

jemHy TauykKy, OHZAa HaM WHTYUIUja Ka3yje na je noOujeHa KpUBa XOMEOMOP(HA OTBOPEHO]
ny:xu. Hawmme, Ha mMecTy rae je m3baueHa Taudka, JUHUja Ce ,,pa3aBoju’ , Ma HAKOH MCIPAaB-
Jbarba, J00MjaMO OTBOPEHY MYiK.

OO

Y3 TO, KaKO je OTBOpEHA MysK XOMEOMOp(HA YuTaBoj peasHo]j npasoj (nmpumep 1.2.5), To
je kpyskHUIA 6e3 jemHe Tauke, y ozHamu S'\ *, xomeomopdHa ca R. JokaskMMO (HOpMAIHO
OBy UMHEHUILY. 3alpaBo, Basku U MHOTO ommruje: S™\ x ~ R" 3a csako n € N. Ilpencrojehin
IOKa3 je W JaT 3a ONIITU CIyYaj.

Hajope, npumerumo ma Tomosomku Tul npoctopa S\ * He 3aBucu o1 u3baueHe Tauke,
jep xomeomopduszam usmeby nBa TakBa mpocropa (3a nBa pazaumunra n30opa Tauke Koja ce
usbaiyje) octBapyje onrosapajyha poramuja (ambujentnor) npoctopa R"™!. 3ato, 6es ry-
6uTka ommrocTu, MoskeMo nmocmarparu npocrop S™\ {N}, rme je N = (0,0,...,0,1) ,,ceBepun
non”. Iepuummemo npecaukasame s : S"\ {N} — R", koje ce 30Be cmepeoepafcka npojer-
yuja, Ha caenehu waumn: tauku r € S™\ {N} momemyjemo npecek nonynpase Nz (uuje je
reme N ¥ KOja HpoOJa3u KpO3 &) Ca XUIEPpPaBHU « : T,+1 = 0 (Koja ce Ha HPUPOJAH HAUWMH
nneaTupuryje ca R™).



46 1 Tomomomku mpocTopu

Harnacumo ga je mpocTop JieBO Ha OBOj CAMIM IOBe3aH (XOMeOMOp(aH je mpoCTOpPY AECHO
— IUCKY ), MaKO je OH KOJUYHUK HEelOBe3aHOr MPOCTOPa — MUC]YHKTHE YHUje ABA MOJYIUCKA.

[ToraskmMo, jom caMO Ha OBOM IPHMeDPY, KakKO Ou ce (OpMAHO OOPA3IOKUIO na CY
IIPOCTOPY KOJU HACTAJY jelaH OX APYTOT CedYeHmeM M JelJbemeM MehycoOHO XxoMeoMOp(HU.
(Haname hiemo ce Masio ciaoboaHMje ONXOAUTY IIpeMa KOJIMYHUYKUAM POCTOpuMa — cenkahe-
MO UX W JlenuTH, 0e3 3aap:kaBama Ha OBAaKBUM (opmasHocTuma.) Aro ca X o3HAUMMO
IOUCjYHKTHY VHUjY OBa TOJYAUCKa, a ca Y MOUCK, OHJA MOKEMO A& yOUMMO MPECIVKABAME
f X — Y xoje jenan on nBa moJiyquCKa XOMEOMOP(HO IPECINKA Ha ,,JIEBY ITOJOBUHY  IUCKA,
a APpYru XOMeOMOpP(HO Ha mecHy monoBuHy. To mpeciaukasame je Henperkunuo (mo Teopemu
0 JIeIbeY ), OYUIJIEOHO je ,HA” W CIMKa KOMIAaKTaH y Xay3mnop$os mpocrop. 3arto je f
KOJIMYHUUKO, Ta je, mo teopemu 91, X/f ~ Y. Mebyrum, npecaukaBamwe f unaykyje ma X
yIPaBo pesaiyjy (€KBUBAJICHIMj€) ONUCAHY HA LPTEKY — OAroBapajyhie Tauke nBejy Iy:Ku
O3HAUeHUX ca « moMohy f ce ciaumkajy y MCTy TAuKy.

IIpumep 1.7.5 (MebujycoBa tpaka) IlocmarpajMo canx IpaBOYyraOHUK KOMe Cy WIEHTU-
¢uKOBaHe OBe HACIpaMHE CTpaHWIlE, ajJl TaKO Aa Cy oAroBapajyhe crpenure CyIpOTHO
ycmepere. /[la GucMo 3ajzenuiau oBe ABe CTPAaHUIE, HOTPEOHO je ma jeAHy 3apoTUpPaMo 3a
180°. Kama u3BpmmMo TO Jensbeme, nobujamo Mebujycosy mpaxy.

« a =
«
«

ITakne, mpaBOYraoHUK Ca OBAKBOM WIEHTU(UKANMUjOM IBE HaCIpaMHE CTPAHUIE Ipen-
craB/ba jenaH KoMMYHUUYKKA Mozes (y paBHu) Mebujycose Tpake. Ha MebGujycosoj tpamm
youumo ase (Tomosomke) Kpyskuune. Ha caunm mmske, 3emeHoM 60joM je obojeHa T3B. 4eH-
MPAAHA KPYHCHULA, & TIIABOM T3B. 2panuvHa kpyxchuya MebujycoBe tpake. OBme ce peu
,TPaHUYHa’ , OOHOCHO ,I'DaHUNa’, KOPUCTU y APYyTadudjeM CMUCIY OX OHOI W3 Ne(pUHUNUje
12. MaTyuTtuBHO je jaCHO O KAKBOj ,,rpaHunmu’ je OBIE ped, a HeIITO KacHuje Ne oBaj mojam
OuTu 1 GOpMAJIHO yBeleH. Y OBOM CMUCIY, Hakie, rpanuna MebujycoBe Tpake cacToju ce u3
jenHe KpysKHUIE, NOK IPAHUIy NUAnHApA (B. npuMep 1.7.4) uuHe nBe OUC)yHKTHE KPYyKHUIE.

~ .«
= ~ «
e
«

Ha nprexy je jacHo mpuka3aHO KaKO ce OBe IBe Kpy:kuuie Ha MebujycoBoj Tpanu BUIe y
MMIOMEHYTOM KOJUYHUUKOM MOIETYy — KaJ mcedyeMo mo ny:xku «. Ha mpumep, rpannvHa Kpyik-
HUIA je OBHEe KOJWUYHUK IBE IUC]YHKTHE Iy:ku — ABe (HenAeHTU(PUKOBAHE) HACIPAMHE CTDa-
HUIE TPABOYTAOHUKA. AKO KPEHEMO IO TOj KPYsKHUIM U3 NOHEr JEeBOr TEMEHA PABOYTaOHUKA,
(roje je ,moderHa” TAuKa IyKHU a) O JMOH0] CTPAHUIU, CTIKEMO O HOMEr HEeCHOT TeMeHa,
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KOje je ,Kpajma’ Tauka oy:ku . AU U rOpH€ JIEBO TEMe je Kpajma Tadka Ly:KU «, Ia Ce,
nakiie, Hajasumo y memy. OHOa HACTABUMO KpeTame MO FOPHOj CTPAHUIM U CTUREMO 10
rOpmer JEeCHOT TEMEHA, a TO je OIleT MOUYeTHa TadvKa MY:KWU (v, IITO 3HAYM Aa CMO Ce BPATUJIN
Yy TauyKy M3 KOje CMO KpeHyJau. TumMe CMO OOWIIIN Iey TPAHUYHY KDY/KHUILY.

[Topen oBor, MebujycoBa Tpaka nma u Apyre paBaHCKe KOJIMYHUYKe Mozese. Ha mpumep,
aKO OBaj MPaBOYTaOHU MOJEJ MCEUYEMO MO AUjaroHaJu [, 3aTUM JAECHU TPOYTao 3aPOTUPAMO
OKO jenHe (maBe) HeroBe CTPAHUIE, [a ra OHA IOCTABUMO JIEBO Y OMHOCY Ha APYTU TPOYrao
1 Ha Kpajy 3aJjenumMo 1o «, nobujamo jeman tpoyraonu momena MebujycoBe tpake. [Ipume-
TMO na je [ (TOmOJIOmIKA) KPYy:KHMIA, jep Cy HOYeTHA W Kpajma Tadka on [ mebhycobHo
UeHTU(PUKOBAHE.

Ilakme, Tpoyrao uuje Ccy ABe CTpaHUIE UICHTU(PUKOBaAHE Ha NPUKA3aH HAUMH jecTe 3all-
paBo MebujycoBa Ttpaka. Ha uprexy je mcTakHyTO M mITa Cce AEMIaBa Ca MEHTPAJHOM U
IPAaHMYHOM Kpy:kHUIIOM MebujycoBe Tpake y OBOM KOJUYHUYKOM Mozesy. ['panuyna je, y
crBapu, oHa Tpeha crpaHuna tpoyria (Yuju Cy KpajeBU UAEHTU(GUKOBAHU), & HEHTPAJHA
je omromapajyha cpenma aumHHMja Tpoyriaa. lIpumeruMo na cy cBa Tpu TeMeHa TPOYTJa
3ampaBO jelHa Te MCTa TavKa Y OBOM KOJWUYHUYKOM IIPOCTOPY, Tj. Ja TeMeHA 4YWHE jenHy
TpOYJIaHy KJIaCy Ha3HAUEHe pejlalije eKBUBAJIEHIIN]eE.

Ha cnemehoj caumu je ommcano Kako ce moOuja jour jegaH KOJMWYHUYKA MOAEN yV PaBHU

ap

MebujycoBe Tpake.
~ h -(l:l al-Cl2
Y Y

Qg
5
€3}
Y
&3}
Y

Iy o ce momenu Ha OBE: (v U (p; MEHTPAJHA KPYKHUIIA CE O3HAUU Ca 7Y, 1a CEe ONMUCAHUM
CeIKameM U JIEIJLeHEM J0JIa3M N0 KPY:KHOI IPCTEHA Ca UICHTU(PUKAIMjOM Ha jelHO] OX IBe
meroBe rpannybe kpyskHuie. (CBaka Tadyka Te KPY:KHUIE y peJsanuju je ca cebu amjame-
TPAJIHO CYIPOTHOM (QHTUIIOJAIHOM) TAYKOM, IIa C€ 3aTO OBA MACHTU(GUKALL]jA 30BE GHMUNO-
danna udenmugurayuja.
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2 I'pa¢oBu, moBpmu, Mane Ha IIOBpIIMMAa

2.1 TI'padoBu — nepmHUIMIja, TEOMETPHUjCKA PeaJIN3AIja

2.1.1 KomOmHaTOpHA M TOHIOJIOMIIKA AepUHUIMja rpada

HNedunumuja 98 Hexa cy V u E cxynmosu, V # 0, u f: £ — V? ¢ysrmuja. Y peberny Tpojky
(V. E, f) masuBamo ycmepenum zpagom. Emnemente ckyma V' Ha3MBAMO meMeNUMA, & €JIEMEHTE
ckyna F usuyama yodeHor ycmepenor rpada. Ako je e € E u f(e) = (vq,v2), OHIZa KarKeMO
a UBUIA € Cllaja TeMe U; ¢ TEMEHOM Us.

Heycmepen rpad mobujamo urHopucameMm opujentanuje (ycmepema) uBuna. Jpyrum
peunMa, ymecto ypebernor napa, cBakoj uBuIu ce nojesbyje Heypeher nap treMeHa — CKyI Ox
jeqHOr MM nBa TeMeHa. 3a HaTH CKyl V, o3HadumMo ca P 2(V) CKyI CBUX BeroBUX HENPAa3HUX
IOJCKYNOBa KOju ¢y kapmuHanHocty Hajsume 2, Tj. Pio(V):={U CV ||U|=1 VvV |U| = 2}.

Hedpuaunuja 99 Heycmepen epad, niu npocro epad, jecre ypebena tpojra (V, E, f), rae cy
V u E ckynosu, V#0, a f: E— P12(V) dyarmmja. I'pad obuuno ozmauasamo ca G.

Enemenrte crkyma V HazuBamo memenuma, a eneMeHTe ckyna FE usuyama rpadpa G =
(V,E, f). 3a naty uBuny e € F, exemente ckyna f(e) HA3UBAMO MeEMENUMA UBULE €.

Heka je e € E. Axo je f(e) = {v}, onma uBuny e HA3uBaMO nemmom y TeMeHy v. AKO je
|[f(e)l=2mu f(e) = {v1,v2}, OHmA KasKeMO ma MBUNA € CNAja TEMEHA V) U Ug.

IlBa TemeHa cy cycedna akO MOCTOJU MBUIA KOja UX CIaja.

I'pad je xomawan axo cy ckynosu V u E roHauHU.

3a Hac Ccy oI MHTepeca jeAUHO KOHAYHU rpadoBy, Ia 3aTO y HACTABKY IOXA IpadoM IIOI-
pasyMeBaMO KOHadaH (HeycMepeH) rpad.

CpakxoM rpagy ce Ha IPUPOLAH HAUUH MOKE IPUIAPYKUTHU TOHMOJOMKN npocTtop. OH 3am-
paBoO IpeacTaBsba TeOMETPUjCKy Buayenmsanujy rpada. IIpe ¢opmanne nepmuumnuje, miayc-
TPYJMO TO jeTHUM ITPUMEPOM.

IIpumep 2.1.1 Heka je G = (V, E, f) rpad koju mma yerupu temena, V = {vy, vy, v3,v4}, U
mect usuna, £ = {e), s, €3, €4, 65,66}, npu yemy je f: E — P1o(V) nara ca: f(e1) = {v1,v2},

fle2) = {va,v3}, fles) = {vs,va}, flea) = {v1,va}, fes) = {v1,v3} m f(es) = {v2}.

e
—
v —1 oy
Uy €3
U3
— o V) e—E2 o3 v v-
[ ) . .4 .5
— o V- -3 ) > €s
X S G X[ el ~ al S e
: e
——o . . v, ° °
V) &——eo U4
1 on Vg
€5 v e
———9o 1 o V3 1 1 (%)
e 3
* Vg @e—O o Uy €6
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Y eyRIMUACKO] pABHU yOUMMO MOTIPOCTOP X, KOjU C€ CACTOJU OJ MIEeCT AUCjyHKTHUX (HIIP.
napaJjeqHux ) 3aTBOPEHUX YK U joun yeTupu tauke. O3HAUMMO OBE HYKU Ca €1, €, ..., €Eq, a
TauKe ca U1, Vg, U3, Uy, ¥ IOCMATPAJMO KOJUUYHUYKU OIPOCTOp (mpocropa X ) KOju HacTaje Kaxa
ce KpajeBM OBUX IIECT yKU UICHTU(PUKYjY ca oAroBapajyhmMm Tadykama, IO MPaBUIY KOje
,apomucyje” ¢yurnuja f. Ha mpumep, jeman kpaj oy:ku e; MAEHTUPUKYje CE€ C TAUKOM U, &
apyru ¢ TadkoM v3z. OBaj KoamuHuuku npoctop X/~ osmauaBamo taxkobe ca G.

IMeburunuja 100 Hera je G = (V,E, f) rpad. Y pasrum R? youummo mOTIpoOCTOp KOju ce
cactoju on || nucjyHKTHUX 3aTBOpeHUX my:ku u jour |V| tauaka — nakie, CBakoj uBunu rpada
OAroBapa jefHa Ol OBUX AY:KU, & CBAKOM TEMEHY jeIHa Ol OBUX AONATHUX Tadaka. O3HAYNMO
Taj mormpocTop ca X. 3a cBaky umBuny e¢ € F, u3BpmmMmo ciaenehy mmeHTUGUKAIU]Y Y
npocropy X: ako je f(e) = {v1,v2}, onna ce jeman kpaj omrosapajyhe mnysxu unentudukyje
C TAYKOM KOja OAroBapa TEMEHY ¥1, & APYTU C TAYKOM KOja OArOoBapa TEMEHY Vs.

——
1, * * e b °
—< . v, o U2 o2
. o o ° o o
X . ° — G=X/~ . °
. e . o *  f(e)={v, v}
° °
r—e ) [ ) r—e [ ]
(%]
*————o o D —— [

Hobujenn ronuuHuuku npocrop X/~ osmauaBamo omer ca G u takobhe ra HaszmBamo
epagom (y Tomosomrom cmuciay). Axo je I, jemHa on yOUeHHX 3aTBOPDEHUX ILy:KUA — OHA KOja
oarosapa uBunM ¢ € F — OHIA HeHY CIUKY IPU NpUPOAHO] cypjeruuju m : X — X/~ omer
03HAYaBaMO Ca € U 30BeMO je usuuom zpada G. Craury omrosapajyhe orBopene my:xu (myxu
I, Ge3 cBOjuX KpajeBa) IpU IPECIUKABAKDY T HA3UBAMO YHYMPAWHOWhY ueuye e.

Ha ocuoBy crasa 89, npocrop X/~ me 3aBucu (10 Ha XOMeoMopduszam) ox u3bopa auc-
JYHKTHUX Iy:KM U Tavaka kKoje umHe mpoctop X. 3aro je oBa (TOmoJomka) nepuHUIM]a
rpada ucupasHa. HapaBuo, Kana kaxkeMmo ,rpa¢’, 13 KOHTeKCTa he yBek OUTH jacHO na Ju
ce MUCIU Ha KOMOMHATOpHU obOjexkaTr m3 neduuunmje 99 miam Ha oarosapajyhm Tomonaomku
npocrop (u3 mepurunuje 100).

Bparumo ce jom mMaJsio 0BOj TOmOJIOmMEKO] nepumuuiuju rpada. Kako ce mpu Ha3ZHAUEHO]
UIeHTUPUKAIN]U Y TPOCTOPY X, cCaMO KpajeBU NY:KU MACHTUPUKY]Y Ca jOII HEKMM TadvKaMa,
TO BUAVMO Ia Cy IBE€ Pa3JIUYNTEe MBUIE r'pada MIN OUCjYHKTHE UIN CE€ €BEHTYAJHO CEKy IO
3aje THUYKOM TeMeHy (jeIHOM miu ABa).

[Ipumernmo na je cBa-
ka mBuna ¢ rpada G me-

rOB 3aTBOPEH IOTIPOC- .

Ttop. Hawmme, wumHBep3HA R

ciuka 7 '(e) cacroju ce » y
on nyxu I, m jenne, nBejy, (e

niu Buiie (y CBAKOM CJIy- ‘ * *

Jajy, KOHAYHO MHOIO) Ta- . .

vaka. Y TUTamy Cy OHE v

Tayke KOje OAroBapajy .

TEMEHMMa MBUIE €, a aKO
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,apornacumo” 3a jemmy (Ha cienehoj cawumu, ynorpebibeHa je O3HAKA € 38 Ty KPY:KHUILY ).
MebyTum, kam ce U3BpIIM HA3HAUEHO JIENJbEH€, N00uja ce TOpycC.

Moske ce mokaszaTu na, Jo0 Ha xomMeoMop@dusaMm, moBe3aHa cyma X Y 3aTBOpEHUX mOBe3a-
Hux noBpum X u Y He 3aBucu ox n36opa (IOBOJBHO MAJINX) OTBOPEHUX AUCKOBA KOj€ CKUIAMO
ca OBUX IIOBPIIM, Ka0 HU OJ M300pa xomeoMopdusMa h : 0X — dY 1o kKojeMm JseniuMmo. Takobe,
mokasyje ce na je X §Y omer jemna 3aTBopena moBe3aHa moppin. Jlakie, moBe3aHa cyma je
jemua (mo HA XOMeOMOp(U3aM) UCIPABHO AeduHUCAHA OuHADHA omepaimja Mehy 3aTBOpenuM
MMOBE3aHUM MMOBPIIAMA.

Masouac cMO yTBpIu-

m ma je S?$T? ~ T2 @\ v

IIpumeTuMo na Baku u D?
ommruje: cdepa je HeyT-

paxa oneparmuje . Hawmwme, ~ ~

CKIJAHEM MAJIOT OTBODE-

HOr nucka V ca cdepe

S?  nmobujaMo 3aTBOpEHU

muck D?, a jgembemeM

OBOT' NMUCKa HA MPETXOMHO HAINpPaBJbEH ,,0TBOP’ HAa HEKO] MOBPIIN, Taj OTBOP Ce€ MPOCTO
3aTBOpU u mobOMjamMo MOBPHI OX KOje cMmMo Kpenysu. Takobhe, Huje Temko Bumetw ma je
noBe3aHa cyMma (10 Ha XOMeOMOP(U3aM) KOMYTATUBHA U aCOUUjaTUBHA ONEpaIuja.

Can hemo mocmarpatu nBe (GaMuirje 3aTBOPEHUX IOBE3aHUX
noppmu. Ernemernte mpse on mux osHauaBamo ca My, g € N,
a nepumHumemo mx mHAYKTUBHO. IloBpm M, je, mo nmeduuunmjw,
chepa, TOK cBakKy cienely moBpmI y OBOM HM3Y Ae(QUHUIIEMO Kao
noBe3aHy CyMy IpeTxoaHe ¢ Topycom: M, := M, 1 $T?3acse g € N. My:
Hakne, M; je Topyc (jep je To moBesaHa cyma cdepe um Topyca), a
cBaka cieneha moBpm nobuja ce TAkO MTO Ce HA MPETXOMHY HOIa
jemHa ,,pydra’.
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3uamo ma M, Tj. TOpyC, UMa KOJTUIHUIKA MOAEIT Yy
pasuu. To je werBOpoyrao ca pyObHOM MIEHTU(DUKAIY-
jom aBa~tp~ (8. mpumep 1.7.6). Habumo canx konnu-
HUUKe MoJese y paBHM U 3a ocTaJe nospmu M,, g € N.

Ilopm M, je, makje, moBe3aHa cyMa OBa TOPYcCA.
YounMO BUXOBE paBaHCKE KOJUYHUYKE MOIeIe —
IBa 4YeTBOPOyIJIa ca pPYyOHUM MAEHTU(PUKANLjaAMA
a1 fra; B, omocHO anBeas By, C ob3upom Ha uwm-
IEHUILY & OTBOPEHE IUCKOBE KOje m30allyjeMo ca OBUX

&
M1 % B-ﬁ
«

TOpyCa MOYKEMO HPOM3BOJLHO JMa omabepemMo, Mu heMO TO YUMHATU HA HAYWH MOTONAH 34
CEelKAme U JIEIJbeme. Y CBAKOM YETBOPOYIUIY y3MMaMO (TOIOJIOMKN) AUCK KOJU je y yHYT-

PAIIHOCTU YeTBOPOYT-
jJja ¢ TAM ga pyo Pa
nonupyje 'y TeMeHY
YeTBOPOYTJIa, Kao HA

CIVUIY OECHO. Can M, =~
ce, makJje, msbame oJ-
roBapajyhm orBopenu
OUCKOBU, a TPaHUYHE
KPY’KHUIIE HTOOUjeHUX
nBejy moBpmmu Mmebhy-
COOHO MIOEHTUPUKY]Y.

Omne omma majy jemmy
kpy:kuUIy Ha My (HA ~
CAUIM MOEeCHO, TO je
KpykHUDA A).  Axko

OBa [Ba YETBOPOYTJIa
CEeHEMO HA MEeCTUMAa

rae n3b6ayeHn IUCKOBU

231
} ﬁl-\ﬁ1
aq

nonupyjy pyboBe, oHma mobujaMo OBa IeTOyrJyia ¢ OAroBapajyhum maeHTUQUKanMjaMa HA
rparunamMa. KoOHAYHO, HBUX 3aJeNIUMO MO A W AOOMjaMO CTaHAAPIHA KOJIUIHUYKU MOIEJ]
nospmu M, — ocMoyrao ¢ py6HOM maeHTudukammjom aifia; B anBaay 1By
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OepeMo mBe mucjyHKTHe sRopmanoBe kpuBe Ha M, muxoBuM u3baluBameM Ou ce m0OMO

HEIIOBE3aH IIPOCTODP.

N yommre, pon mospmu M, (¢ € Ny) jeanax je ympaso g. Ha cBakoj ,,pyurn” yoummo
0 jedHY TPOCTY 3aTBOPEHY KPUBY, KaO IITO je MPEACTAB/BLEHO HA CIUIM M3HAL. JacHO je ma
ce yKIamameM OBUX ¢ KpuBHMX ca M, noOuja moBe3aH IPOCTOP, a MOKE Ce NOKa3aTH U Ja
Huje mMoryhe mahwm Bume ox g mehycobro mucjyrkTEMX sRopmasoBux kpmBux Ha M, umjum
ce n3balnumBameM He OM HAPYIIMJIA TOBE3AHOCT.

[IpumeTrumo ma je pon moBpmwu TOMmOJIOmMEKA mHBapujanta. Hawmme, ako je h : X — Y
xoMeoMOp¢u3aM m3Meby 3aTBOpeHMX mOBe3aHWX HoBpmu X m Y, U aKO Cy C1,Ca,...,Cq Me-
bycobuo mucjyurrae sKopunanose kpuse Ha X, ounma cy h(cy), h(ca), ..., h(cq) mehycobuo muc-
jyuxrae fRopnanose kpuse Ha Y, npu yemy je mpocrop X \ [J;_, ¢; moBesan ako n camo ako
je h(X\ Ule ¢) =Y\ Ule h(c;) moBesaH.

OpnmaBme ommax mobujamo ma meby mospmmma M,, g € Ny, Hema MeDycobHO xoMeo-
mop¢urux. Ilocebno, cpepa Huje xoMeoMOp¢Ha TOpyCy, HUTH OMJIO KOjoj onx moBpmm M,
3a g > 1. W yommre, nakie, Baxku MMIIMKAIMja: aKo je ¢y # gz, onma My, % Mg,

W nospm N, (h € N) uma pon jemsak ympaso h. Ha mospmwu N;, Tj. IpOjeKTUBHO]
paBHU, 3a MPOCTY 3aTBOPEHY KPUBY UUjUM C€ YRIAHAKHEM HE HaPYIIaBa MOBE3aHOCT, MOKEMO
onabpaTtu Oam KPYMKHUIY (@ U3 CTAHIAPIHOT KOJUYHUYKOT MOJEJa Te MOBPUIM (HA CIUIU
HUEKe, OHa je obojeHa 3eqeHoM 6ojom). 3uamo na je Ny ~ 5% RP? (jep je cdhepa meyTpas 3a
noBe3aHy cyMmy), Tj. ma ce N Moske mobutu Tako mTo ce muck u Mebujycosa Tpaka 3aiemne
mo xoMeoMop¢dusaMy rpanuna. l[lpmmermMo ma je KpuBa (v 3aIpaBO IEHTPAJIHA KDPYKHUIA
Te MeOujycose Tpake, a y mpumepy 1.7.5 yTBpAuAM CMO Oa Ce YRJIAWMHAImHEM MNEeHTPAJHE
kpysxuUne ca Mebujycose Tpake nobuja manungap S* x (0,1] — makae, moBezan mpocTop.

Mll

Qg

1%

N

Q

No

Nmajyhu y Bumy oBy mpumendy, Huje Temko youutu h mehycobuo nucjyHKTHUX sROp-
OAaHOBUX KpuBUX Ha moBpmu N, yujum ce uzbaruBameMm nobdbuja moBeszana mospir. Hawmwme,
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3 Xomoromnuja

3.1 XomMoTommHa IpPEeCcJINKABamkHa ¥ XOMOTOIICKM €KBUBAJIEHTHU IIPOCTOPU

3.1.1 XomMmoTomHA Hpec/MKaBama

Y oBOj rmaBu, KA0 U y IPBOj, 6€3 moceOHOT HarjamaBama moapasymeBamo na cy X, Y, 7, ...
TOTIOJIOIIKYA TTPOCTOPU.

Hedmuaunuja 147 Hera cy f,g : X — Y Hempekummna npeciukaBama. Rakemo ma je f
TOMOMONHO ca ¢, W TumeMo f =~ g, aKO MOCTOjU HEmpeKuIHO npeciukaBame H : X X [ — Y
TAKBO Ja 3a CBaKO T € X BayKU na je

H(z,0)=f(z) wmn H(z,1)=g(x).

IIpecnukaBawe H wHaszuBamo
romomonujom usmehy [ u g m
numemo H : f ~ g. Jom ce raske
u na H ocmeapyje romomonujy

usmehy f u g.

Iakme, xomoronuja usmeby
f m g jecre HemperumHO Tpec-
JUKaBame m3 mpousBoma X X [
vy Y koje ce ,ma Bucunu 07 0
(tj. ma cryny X x {0}) nok-
gama ca f, a ,Ha BucuHU 17
(tj. ma crymy X x {1}) ca g.
306or Tora, He(GOPMAJIHO TOBO-
pehu, mocrojame oBakKBe XOMO-
TONMje 3ampaBo 3HAUM & Ce MPEeCInKaBame [ MOKe HEIPEKUIHO TPAHCHOPMUCATHU IO IPEC-
JIUKABAMmA (.

Osnaunmo ca C(X,Y) CKyn cBUX HEIPEKUIHUX NPECIUKaBama U3 npoctopa X y IpocToOp
Y.

1

Cras 148 Peaauuja >~ je jeona pesayuja exeusanenyuje na C(X,Y).

Loxas: Pedaexcuenocm: Axo je f: X — Y HenmpermmHo mpeciauka-
Bame, OHZA je U npecaukaBawme H : X X [ — Y nedpumHmMCano ca

pPx
H(z,t) = f(z), (x,1)€ X xI, X x1 X
takohe wHemperkumHo. Hawume, OHO je jemHakKo KOMIIO3UIUU MBA \;1\ f
HEMPEKUIHA MpPEeCcAnuKaBama — mpojeknuje pyx : X X I — X wu mpec- \\*Y

nukaBama f. [Ipu ToMm je, HapaBHO,
H(z,0)=H(x,1) = f(z) 3acBez€ X,
ma je, marie, H : f~ f.

Cumempuurnocm: Ilpermocrasumo na je f ~ g. Heka je H : X x [ — Y npecaukaBame KO-
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je octBapyje xomoronujy uszmeby f u g (kpahe, H: f ~g). Hedu-

HumeMo G : X x I — Y Ha caenehu HauuwH: X x I a X %I
G(z,t) == H(z,1—1), (x,t)eX x1. e B
. . . G~
[IpecnukaBame G je, y crBapu, kommosunuja H o o, rme je a : NN
X x I - X x I mepumuucano ca a(z,t) = (z,1 —1), (x,t) € X x I. Y

C o0063upoM Ha HETPEKUAHOCT 00a HEeroBa KOOPAMHATHA MPECIUKa-
Bama, U « je HemperungHo (craB 71), ma je ouma u G HENPEKUIHO KAO KOMIIO3UIMja OB
Henperuaaa. [Iputom, 3a cBako r € X BasKu:
G(2,0) = H(z,1) = g(z); G(z,1) = H(z,0) = f(x).

Iakne, G : g~ f.

Tpansumuernocm: Heka je H : f ~gu G : g ~ h (rme cy, nvapasuo, f,g,h € C(X,Y)).
Iepunumemo xomoronujy F': X xI — Y rao HamoBe3uBame xomoronuja H u G. Ilpenusnuje,

| H(x,2t), 0<t<5
F(x,t) .—{ Gz, 2t — 1), %gtgl ,  (x,t)e X x I.

Kako je 3a t = 1 (m cBe z € X) H(z,2t) = H(z,1) = g(z) = G(z,0) = G(z,2t — 1), 10 je F
KUCIPaBHO Ne(@UHUCAHO IIPecInKaBame. PecTpuriuja F‘XX[O,%] jenHaka je komnosunuju H o,
rae je ¢ : X x[0,3] = X x I nepunucano ca p(z,t) = (z,2t), (z,t) € X x [0, 3]. IIpecrurapatme
¢ je, OUUIJIeqHO, HEIPEKUIHO (CTAB
71), ma je 3ar0 m pecTpUKNUja

F‘XX[O,%] HEMPEeKU IHA. ‘ Cauuno, X % [0, %] Y X x] X x [%’ 1] _w>X % I
Flxupy = Got, rae je ¢ X x ~. N
[%,1]—>X><I, U(x,t) = (z,2t — 1), . \\\ H . \\\ G
ma je F'|y, (1) HEIPEKMIHO Kao KoM- o3l Sy ol s Y

no3mnuja Hempeknaamx. V3 umme-

Hure na cy ckymosu X X [0, %] u
X x [1,1] sarBopern y X x I (xao

OPOM3BOIM 3aTBOPEHMX) U na mokpusajy X X I, Ha ocuoBy Teopeme o nemmeny (Teopeme
23), 3akmyuyjemo na je F memperumno. Komauno, kako je 3a cse x € X

F(z,0) = H(z,0) = f(z) wu F(x,1)=G(x,1) = h(x),
To je F': f~h. OJ

Can hemo mokazaru ma ce pesamnuja =~ JIemo ciiaske ¢ KoMmmosurujom. lIpernusnuje, Baku
cnenehe TBpbheme.

CraB 149 Hexa cy f,g: X — Y nenpexudna npecaukasamwa u Hexa saxcu [ =~ g.
(a) Axo je ¢ 1Y — Z nenpexudno npecaurasame, onoa je po f >~ @og.
(6) Axo je: W — X wnenpexudno npecauxasame, onoa je f o) ~ gob.

Joxas: Heka je H : X X I — Y xomoronuja uzmebhy f u g. Hakne, H je HEIPEKUOAHO U BaKU
na je H(z,0) = f(z) u H(x,1) = g(x) 3a cBe x € X.

(a) Younmo rommnosumujy ¢ o H : X x I — Z. Ouna je menperumsa, a 3a ce r € X Baku

(H(z,0)) =¢(f(z)) u @(H(x,1))=e¢(g9(x)),

na je, makie, po H :po f~ypog.
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Hakne, au 3a jemno x € X, my:x ¢ kpajesuma f(x) u g(x) me
pOJIa3u KPO3 KOOPIVMHATHU MOYETAK, Ia 3aTO CBAKy OJ TUX Iy7KA
MOKEMO PaOujallHO Oa IpojekTyjeMo Ha chepy. Ilpenumsnuje, nomro
je (1—t)f(z) +tg(x) #0 3a cBe x € X u cBe t € I, popmysom St

(1 —1t)f(z) +tg(x)
(1 =) f () + tg()]]’
ucnpaBHO je meduHucaHo npecauraBame H @ X x [ — S™ koje je,

ounrsenHo, u HenpekuaHo. Can ce pyTurCcku nposepasa na je H(z,0) = f(z) u H(z,1) = g(2)
3a cBako x € X, ma 3akmpyudyjemo na je H: f~g.

H(z,t) =

3.1.2 PesnarmBHA XOMOTOIIIja

Hedmaunumja 150 Heka cy f,g : X — Y Henperumua npecaukaBama u Heka je A C X.
Kaxxemo nma je f zomomonwo ca g peaamueno A, m mumemo f ~ ¢ (rel A), ako mocroju
HempeknaHo npecaukaBame H : X X [ — Y TakBo na je

H(z,0)= f(x), H(x,1)=g(x) 3acBexe€X mu
H(a,t) = f(a) =g(a) 3acBeac Aucsetel.

Cinuvybno kA0 y mepuHUANIjU
147, upecnukaBamwe H Has3u-
BaMO TOMOMONUJOM PENAMUBHO
A (nnu peaamuerom TOMOMONU-
jom) usmehy f v g u numemo H :

f~g (rel A).

IIpumeTumo na je HEONXOmaH
ycaos 3a f =~ g (rel A) morua-
mame MpecJuKaBama f U ¢ Ha 0
cBuM Taurama ckyma A (f|a =
gla). Taxe, axo je f(a) % 9(a)
3a 6ap jemno a € A, ouma f u g
HE MOTY OWUTU XOMOTOIIHA PeJia-
tuBao A. Takobe, jacmo je na
BaykM U mMIUIMKanuja: ako je f ~ g (rel A), omna je f ~ g. PenarmBra xomoromnuja je 3arm-
paBO XOMOTONMja KOja je, mpuae, U KOHCTAHTHA Ha cBakoM ,mramny’ {a} X I (rme je a € A).
Hpyrum peunma, 3a cBako a € A, H(a,t) He 3aBucu ox t — UCTO je HA CBAKOj BUCHHU.

IIpumep 3.1.3 Aro cy f,g : X — K 1nBa HempekumHa mpeciukaBama u3 npoctopa X y
rkouBekcal ckyn K CR" (n € N) u ako je A C X rakaB na ce f u g nmokuanajy Ha A, oHIa je
f~g (rel A). Hauwme, aro je H : X x I — K nuuujcka xomoronuja usmeby f u g (B. npumep
3.1.1), ouzna je 3a cee a € A u cse t € [ ucnymeHo

H(a,t) = (1 =t)f(a) +tg(a) = (1 = 1) f(a) +tf(a) = (1 =t +1)f(a) = f(a) = g(a),

jep je fla =gla. Harne, H: f~g (rel A).



132 3 Xomotomuja

Hapaguo, nBe metibe y Tauku Ty MOT'Y Ce HAAOBE3aTH, & TAKO JOOUjEeHU IMyT je OleT MeT/ha
y TAUKM To. 3aTO je HaNOBE3WBaHe HETJbU (U,V) — u - v jenHa OMHADHA OIepanuja Ha CKYILy
P(X,zy). Beoma Ba:kuO cBOjCTBO OBe omepamnuje marto je y ciaemehem craBy.
)

Cras 164 Hexa cy u,u',v,v" € P(X,x) u nexa sancu da je v~ u' (rel{0,1}), v ~ o' (rel{0,1}).
Taoa je u-v ~u'-v" (rel{0,1}).

Joxas: Hera je H : u ~u' (rel{0,1}). Kako cy v u v/ metsme y Tauku xy, TO 3HAYM Ja XOMOTO-
mija H : I? — X wuurase

nyskun {0} x I u {1} x I (mBe ¢ o
ycIpaBHe CTpaHuIe kBajaparta [2) 1
npeciavKaBa y Tauky Io. Jloma X
BomopasHa crpanuna I x {0} ce, I
mak, npecankasa nomohy merme u, I°: -
a ropma noMmohy mersme u'. Peujy,
3a cBe s € [ u cBe t € | Basku
0 u 1 S

H(s,0) =u(s), H(s,1)=1u(s),
H(O,t)=H(1,t)=l‘0. t /

Cmuano, axo je G : I? — X
xomoronuja peaarusuo {0,1} uz-
veby v u v, onna je 3a cse s € [
u cBe t € I ucuymeno

I%:

G(s,0) =wv(s), G(s,1)=1'(s),
G(0,t) = G(1,t) = zy. 0 v 1 8

Younmo npeciukaBame F : [ — X nedunucano ca

H(2s,t), 0<
F(s,t) = { G(2s — 1,1),

Ono je 3amcra mobpo znepu-
HUCAHO, jep je 3a § = % (un t o v

cBako t € I) ncnymeno H(2s,t) =
H(1,t) =29 = G(0,t) = G(2s — 1,1).

[IpecnukaBame F' je u HEIPEKUTHO

nmo Teopemu o jmenmemy. Hamwme, G
PECTPUKINja Fhoé]xf jenHaka je

kommosummju [0, 3] x I — I N |
X, rme je afs,t) = (2s,1), (s,t) € v 15

[0, %] x I, ma je u HeOpeKuIHA Kao
KoMmosuiuja taksux.  Cuamuno,

. . G
F\[%’l]xf jecte KoMmo3mIuja cileleNux HEIPEKUITHUX IPECINKaBamba: [%, 1] x I SR E RN X,

rae je B(s,t) = (2s—1,t), (s,t) € [%, 1]xI. ¥Y3 cBe 10, 3a npecnukaBame F' Baxke U jeJHAKOCTH:

| H(2s,0), Ogséé [ u(2s), Oéséé B .
F(s’0>_{G(2s—1,0), l<s<l L w@s—1), L<s<l = @-)(s), sel;
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[ H(2s,1), Ogséé [ W(2s), Ogsgé oy _
F(S’l)_{G(23—1,1), l<s<l | v(2s—1), $<s<1 =W )(s), s€l;
F(0,t) = H(0,t) =z, F(1,t)=G(1,t) =m0, tel.

Sakmyuyjemo na je F:u-v~u v (rel{0,1}). O

Ha ocuoBy crasa 151, pemamuja ~ (rel{0,1}) jecre jemma penanuja eKBUBAJICHLUjE HA
P(X,z0). O3raunmo oxrosapajyhn xommusmuru cryn ca (X, xg). akie,

m (X, xo) == P(X, z0)/ =~ (rel{0,1}),

TunMyan eneMent ckyma (X, zg) jecte [u], rae je u mersma y Tauvku xo, OOK 3a IBE METJLE U
u v Bazkm ma je [u] = [u'] y m (X, z9) ako u camo ako je u ~u' (rel{0,1}).

N3 ynpaBo mokaszanor craBa 164 3akmyuyjeMo na HamoBesuBame netimu y P(X, ) ms-
IyKyje OMHAPHY omepalujy Ha KOJIUYHUYKOM CKymy 71 (X, zg). Ako Ty omepamujy O3HAUMMO
ca x, onma je 3a [ul, [v] € m (X, xg)

[u] * [v] == [u - v].

Omnepamuja * : m (X, z9) X m (X, x0) — m (X, x0), makae, ucupasso je nepuaucana (Apyrum
peunma, pe3yaTat [u-v] He 3aBuCH o1 n30opa IpeacTaBHUKA Kiaca [u] u [v]) Ha OCHOBY cTaBa
164 — ako je [u] = [v/] n [v] = [V'], onz;a je u [u-v] = [u-2'].

Osmaunmo jomr ca ¢y, : I — X KoH-

crauTHy merimy (¢, (t) = zp 3a cBe
t € 1), a3a nary nermy u € P(X,xg),
ozgaumMmo ca u ! : I — X mermy
Koja Tpobe ucTuM myTeM Kao 1 meTiba
w, aJu y CympOTHOM cMmepy. Ilpe-
musnuje, u ' (t) ;= u(l1—t), t € I. Naxro

je To cacBUM jaCHO, HAIIOMEHVMO UIIaK

[1a OBAKO Ne(QUHICAHO PECIUKABakhe U - HUje IPECINKaBahe NHBEP3HO MpPeCcarnKaBamby U (TO
VMHBED3HO IpeCIuKaBame, 3alpaBo, U He MOCTOjU, jep je u meriba, na Huje ,,1-17), mana ce
ynorpebibaBa ucra o3Haka. VI3 ¢opmynamnuje npencrojehe teopeme, nak, onmax he outm
jACHO 3aIITO ce KOPUCTHU Oall Ta O3HAKa 3a OBY IMETJhY.

1

Teopema 165 Ckyn m1(X, xg) jecme epyna y oonocy na onepayujy *. Fben neympan je [cy,|, 00%
3a uneeps [u]~' eaemenma [u] € (X, zo) amcu da je [u]™! = [u™!].

Loxas: Acoyujamuenocm: Hera cy u,v,w € P(X,ry) Tpu OpOU3BOJLHE TE€THE y TAYKU L.
Tpeba morazaru na je ([u] * [v]) * [w] = [u] * ([v] * [w]), Tj. ma je

(u-v)-w~u-(v-w) (rel{0,1}). (18)

3a metwy (u-v)-w: I — X Baxku ga je

(w-0)(2t), 0t u(2-2t), 0<2t<3 u(4t), 0<t<:

u-v s NN

((u-v)-w)(t):{w(2t_1) lgtgi =qu(2-2t—1), $<26 <1 =Sw(4t—1), 1<t<]
b w2t —1), L1<t<l w2t —1), 1<t<1

Ilakne, cerment I ce momenu Ha Tpu mena — Ha cermenre [0, 1], [1, 3] u [3,1]. IIpsu ox mux je
pEe3epBUCaH 3a MeTby U, APYTHU 3a v, Tpehn 3a w. CBaku on OBUX CerMeHaTa ce, y CTBapH,
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HaIlOMEHNMO Oa Cy IPUMEPHU TaKBUX IpocTopa cepe mumensmuje Behe on jeman. Hamme,
Bpayeposa Teopema (KOjy HMUCMO MOKa3aJii y BUIIMM IUMEH3MjaMa) daje HaM Aa HUjemaHa
chepa Huje KOHTPAKTUOMIIHA, & MOKE Ce NOKa3aTH U Ja je cBaka cpepa JuUMeH3Uje Oap IBa
npocto nosesana (mHnp. 7 (S?) = 0 uako S? HUje KOHTPAKTUOMIHA).

3.6 DBopcyk—Y aamoBa TeopemMa

Jemna on HajmO3HATUjUX TOMOJOMIKUX TeopeMa jecte ciaeneha, Lopcyk—Yaamosa meopema.

Teopema 192 Hekxa jen € N u f: S™ — R" nenpexudno npecaurxasamwe. Tada nocmoju xg € S™
maxeo 0a je f(xg) = f(—xo).

Ilakme, kam TOm UMaMO
HENPEKNTHO IPECIVKaBame U3
chepe S™ y €eYRIUACKA IPOCTOP
R", mHa cepm mocrtoju map aH-
TUNOJAJHUX TAYaKa KOje MMajy
UCTY CJUKY IPU TOM IMIPECIUKA-
Bamy. JaHUMJHUBA IIPUMEHA
Bopcyk—Y namoBe Teopeme 3a
n = 2 mobuja ce Kam ce MoCMaT-
pa (HempekumHa) (yHKIMja KOja CBAKOM MECTY Ha 3eMaJbCKO] Kyrau gomenu cienehu map
peasHux OpojeBa: TeMIepaTypy U Ba3IyUIHM OpUTHUCAK Ha TOM MmecTy (y ompebenom Bpe-
MEHCKOM TpeHyTKy). Jlobuja ce ynmmeHuna na y cBaKOM TPEHYTKY [OCTOje ABE AHTUIOIAJHE
(mujaMeTpasHO CyHpOTHE) Tauke HAa 3€MJbU Ca MCTOM TEMIEPATYPOM M MCTUM Ba3IylIIHUM
TPUTUCKOM.

Kao u y cnyuajy Bpayepose Teopeme, u oBme heMmo Hajupe HaBECTW HEKOJIUKO TBpDhema
exkBUBaJeHTHUX TBpDhemy Bopcyk—Y nmamoBe Teopeme (U HOKA3aTH T€ EKBUBAJICHIM]E), & OHIA
oaTu NOKa3 OBe TeopeMe 3a ciydajeBe n =1 u n = 2.

Pamu popmynanuje tux rBpbhema, nepuHUMMIMO jenaH jeHOCTABAH IIOjaM.

RTL

f(x0) = f(=0)

Hedomaunuja 193 Hera cy m,n € Ny. 3a npecaukaBame ¢ : S™ — S™ RakeMo na je HenapHo
ako 3a cBe r € S Baxku na je g(—z) = —g(z).

HaBemumo jeman jemHocraBad mpumep (HENPEKUIHOL ) HEIAPHOD NMpeciIuKaBama, Koje he
ce MojaBJ/bUBATUA U Y IOKa3y Hapemne teopeme. Axo cy m,n € Nu m > n, weka je i : S™ — S™
IPpUPOIHO yTaname chepe S™ y chepy S™,

i(l’l, Lo, ... 7$n+1) = (1'1,.1'2, ey Tt 0,0,.. .,O), (:El,l'g, Ceey l‘n+1) e s".
m—n
Jlako ce Bumm nma je i jemHo HemapHO npeciukaBame. Haumme, 3a ce (r1,%2,...,Tn41) € S” je
’l(— (fIIl,.fZ?Q,...,.’,Cn_i_l)) = i(—xl,—xz,...,—an)
= (—z1,—22,...,—Tp4+1,0,0,...,0)
= —(x1,22,...,2441,0,0,...,0)

—i<l'1, T2y ..y $n+1).
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