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Uvod

U finansijskoj matematii, pa stoga i u ovom kursu, prouqavaju

se pojmovi i pojave, kako deterministiqke tako i stohastiqke

prirode. U stohastiqkom delu izuqavaju se razliqite vrste vred-

nosnih papira, qija vrednost u budu�nosti zavisi od sluqaj-

nih faktora. Na poqetku, bavimo se modelira�em ena akija

preko geometrijskog Braunovog kreta�a. Zatim izuqavamo tako-

zvane derivate, vrednosne papire, koji se odnose na akije i qija

se ena izvodi iz ene odgovaraju�ih akija (koje se u tom sluqaju

zovu podloga). Glavni derivati su opije, koje mogu biti kupovne

i prodajne. Opija je vrednosni papir, koji predstav	a ugovor

izmeÆu dve strane, a odnosi se na akije. Kupovna opija daje

pravo, ali ne i obavezu, da se u dogovoreno vreme po dogovorenoj

eni kupi odreÆen broj akija. Prodajna opija daje pravo, ali

ne i obavezu, da se u dogovoreno vreme po dogovorenoj eni proda

odreÆeni broj akija. Ovo se radi u i	u dobija�a profita i u

i	u obezbeÆiva�a od rizika. Poxto opija nosi potenijalnu

dobit, pita�e je kako odrediti fer enu, koja �e da zadovo	i

i kupa i prodava opije. Izvedena je quvena formula Bleka i

Xolsa za izraqunava�e ene opija. U vezi sa formulom Bleka i

Xolsa predstav	ene su karakteristike koje se zovu grqka slova,

�ihovo izraqunava�e i obezbeÆiva�e od rizika pomo�u �ih.

TakoÆe je ukratko objax�ena vrednost pri riziku (VaR) i

izlo�en kapitalni model za odreÆiva�e prinosa akija (CAPM).
Jedno poglav	e je posve�eno Markovievim rezultatima koji se

odnose na optimalan portfolio.

Svako poglav	e je ilustrovano rexenim primerima, a zavrxava

se izborom zadataka. Rexe�a ve�ine zadataka su data na kraju



u
benika. U posled�em poglav	u nalaze se primeri u program-

skom jeziku R koji je zbog velikih mogu�nosti i qi�enie da se

radi o slobodnom softveru, postao jedan od vode�ih programa za

statistiqku obradu podataka. Podrazumeva se da qitaoi imaju

osnovno predzna�e o pomenutom jeziku, tj. da su upoznati sa �e-

govom sintaksom.

Sva literatura za ovaj kurs je na stranim jeziima (uglavnom

engleskom). Da bi se zainteresovanima olakxalo qita�e strane

literature, kod svakog novog pojma dat je i originalan engleski

termin.

Najtoplije se zahva	ujemo naxim kolegama dr Vesni Jevremovi�

i dr Mi	anu Kne�evi�u na pa�	ivo proqitanom rukopisu, kao

i na korisnim primedbama i sugestijama.

U Beogradu, februar 2017. godine Autori
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1

Kamatne stope i tokovi

nova

Poqi�emo sa izuqava�em kamatnih stopa (interest rate) i

deterministiqkih tokova nova. Za kamatu se qesto ka�e da pred-

stav	a vrednost nova izra�enu u funkiji vremena (the time
value of money).

Glavnia (principal) i kamata (interest rate) su opxtepoznati

pojmovi: ako se ulo�i, ili investira 1 dinar u banku koja daje

kamatu od 8% godix�e, onda �e na kraju godine na raqunu biti

glavnia od 1 dinar plus kamata od 0.08 dinara, ukupno 1.08 di-

nara. Ako bi se ulo�ilo A dinara, na kraju godine raqun bi po-

rastao na A · 1.08 dinara. U opxtem sluqaju ako je kamata, ili

kamatna stopa r, koja se izra�ava u deimalama, onda �e poqetni
ulog posle godinu dana biti pomno�en sa faktorom (1+ r) i biti
jednak A · (1 + r).

Postoje razliqiti naqini obraqunava�a kamate:

1) Kada je u pita�a prosta (simple) kamata, nova ulo�en

na odreÆen period (razliqit od jedne godine) �e se uve�ati za

kamatu koja je proporionalna vremenu traja�a investira�a,

odnosno ukupna suma na raqunu raste linearno sa vremenom. Ako

je glavnia A, onda posle dve godine na raqunu �e biti

V = A(1 + 2r)

1



2 1. Kamatne stope i tokovi nova

dinara, posle n godina na raqunu �e biti

V = A(1 + nr)

dinara i uopxte posle bilo kog intervala vremena du�ine t (koji
se meri u godinama), ukupna vrednost na raqunu �e biti

V = A(1 + tr)

dinara.

2) MeÆutim, ve�ina bankarskih uloga i kredita (pozajmia)

podle�e slo�enoj kamati, ili slo�enom kama�e�u (compound
interest, compounding). Razmotrimo raqun za koji se dobija kamata
po godix�oj kamatnoj stopi r. Ako se kamata obraqunava godix�e,
onda posle jedne godine kamata koja se dobije dodaje se glavnii,

qime se dobije uve�ana glavnia, na osnovu koje se dobija kamata

za drugu godinu. Znaqi da �e tokom druge godine taj raqun da

zaradi kamatu na kamatu (interes na interes).

Posle godinu dana nova na raqunu se mno�i faktorom (1 + r).
Posle dve godine mno�i se opet faktorom (1 + r), xto daje

(1+ r)2 puta glavnia,..., posle n godina raqun poraste za faktor

(1 + r)n, kojim se mno�i glavnia. Mnoge banke daju kamatu ili

napla�uju kamatu qex�e: dnevno, meseqno, tromeseqno .... Ovakvo

qex�e obraqunava�e kamate podi�e efektivnu godix�u kamatnu

stopu. Tradiija je da se navode godix�e kamatne stope, a onda

se obraqunavaju proporionalno.

Primer 1.1. Razmotrimo tromeseqno obraqunava�e kamate po

kamatnoj stopi jednakoj r godix�e. To znaqi da se za svako

tromeseqje napla�uje kamata po kamatnoj stopi jednakoj

r
4 .

Dakle, nova koji stoji u bani 3 mesea porax�e za faktor 1+ r
4

na kraju 3 mesea. Ako ostane u bani jox 3 mesea, porax�e jox

za faktor 1 + r
4 . Posle godinu dana, glavnia �e porasti za fak-

tor (1 + r
4 )

4
. Jasno je, na osnovu �utnove binomne formule, da

je za svako r > 0, (
1 +

r

4

)4
> 1 + r.

Zaista,

(
1 +

r

4

)4
=

4∑

k=0

(
4

k

)(r
4

)k
· 14−k = 1 + r + ... > 1 + r.
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Znaqi, za istu godix�u kamatnu stopu r, suma na raqunu pri

slo�enom tromeseqnom obraqunava�u kamate ve�a je od sume koja

se dobije u sluqaju kada je u pita�u prosta kamatna stopa.

Primer 1.2. Ako se pozajmi 1000 evra na godinu dana sa kamat-

nom stopom od 8% godix�e, obraqunatom tromeseqno, koliki je

dug na kraju godine?

Kamata od 8% godix�e obraqunata tromeseqno, znaqi slo�enu

kamatu od 2% = 8
4% za tromeseqje.

Posle prvog tromeseqja, dug je 1000(1 + 0.02);

posle drugog tromeseqja dug je 1000(1 + 0.02)2;

posle tre�eg tromeseqja dug je 1000(1 + 0.02)3;

posle qetvrtog tromeseqja dug je 1000(1 + 0.02)4 = 1082.40 evra.

Vidimo u ovom primeru da je dug na kraju godine ve�i nego pozaj-

mia +8%, dug je jednak iznosu pozajmie +8.24%.

Definiija 1.0.1. Efektivna kamatna stopa (effective inter-
est rate) je ona prosta kamatna stopa koja bi proizvela isti

rezultat kao i slo�ena kamatna stopa na godinu dana. Po-

lazna, osnovna kamatna stopa, naziva se nominalna kamatna

stopa (nominal interest rate).

U primeru 1.2, efektivna kamatna stopa je 8.24%, a nominalna je
8%. Dakle, ako je u pita�u slo�eno kama�e�e, onda je iznos koji
se dobije za kamatu ve�i nego kada je u pita�u prosto kama�e�e.

To se dexava zato xto se pla�a kamata na ve� obraqunatu kamatu

iz prethodnih perioda.

Veza izmeÆu nominalne kamatne stope r i efektivne kamatne stope
ref je slede�a:

ref =
suma dobijena na kraju godine−G

G
.

Ako je u pita�u godix�a kamatna stopa r, koja se obraqunava

tromeseqno, onda je

ref =
G(1 + r

4)
4 −G

G
=
(
1 +

r

4

)4
− 1.
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Za prethodni primer dobijamo ref = 1082.40−1000
1000 = 0.0824.

Slo�eno obraqunava�e kamate mo�e da bude sa proizvo	nom pode-

lom. U opxtem sluqaju godina se deli na m jednakih perioda.

Meseqne podele nisu bax jednake, ali meseqno obraqunava�e ka-

mate znaqi da je m = 12. Za svaki pojedinaqni period kamata je

jednaka

r
m , gde je r nominalna godix�a kamatna stopa, a m je broj

perioda. Posle k perioda rast je jednak faktoru (1+ r
m)k, a posle

ele godine je jednak (1 + r
m)m. Efektivna kamatna stopa je ref ,

koja zadovo	ava

1 + ref =
(
1 +

r

m

)m
.

Xta se dexava kada godinu delimo na sve ma�e periode? To znaqi

da broj perioda m postaje sve ve�i i ve�i. Takvo kama�e�e se zove

slo�eno neprekidno kama�e�e (continuous compounding). U tom

sluqaju efektivna kamatna stopa ref se dobija iz relaije

1 + ref = lim
m→∞

(
1 +

r

m

)m
= er,

gde je e = 2.7818... osnova prirodnog logaritma, odnosno ref =
er − 1.

Primer 1.3. Ako banka daje kamatnu stopu od 8% godix�e, onda

kada se kamata obraqunava slo�eno i neprekidno, imamo da je

1 + ref = er = e0.08 = 1.0833, pa je efektivna kamatna stopa

ref = er − 1 = 0.0833, odnosno u proentima ref = 8.33%.

Dole se vidi kako raste efektivna kamatna stopa sa rastom nomi-

nalne kamatne stope pri neprekidnom i slo�enom obraqunava�u

kamate.

nominalna kamatna stopa r :

1.00 5.00 10.00 20.00 30.00 50.00 75.00 100.00

efektivna kamatna stopa ref :

1.01 5.13 10.52 22.14 34.99 64.87 115.70 171.83

Mogu se na�i efektivne kamatne stope za interval proizvo	ne

du�ine t, odnosno mo�e se izraqunati koliko �e suma na raqunu
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(ili dug) porasti posle proizvo	no dugaqkog perioda vremena.

Oznaqimo to vreme sa t -mereno u godinama (t = 1 znaqi 1 godina,
t = 0.25 znaqi 3 mesea). Podelimo godinu na m perioda, svaki

du�ine

1
m . Neka je t ≈ k

m za neko k, xto znaqi da je t pribli�no
jednako sa k perioda du�ine m. Kada je m vrlo veliko mo�e da

se postigne dobra taqnost. Dakle k ≈ mt. Iz opxte formule za
slo�eno obraqunatu kamatu imamo da je

1+ref =
(
1 +

r

m

)k
=
(
1 +

r

m

)mt
=
[(

1 +
r

m

)m]t
→ ert, kad m → ∞

Odatle dobijamo da je efektivna kamatna stopa za interval vre-

mena du�ine t jednaka ert − 1.

Primer 1.4. Pravilo duplira�a (ili pravilo 7-10.) Ako se no-

va ulo�i u banku sa slo�enom kamatnom stopom r, obraqu-
natom godix�e, koliko godina treba da bi se duplirao ulog?

Poqetni ulog (deposit) D �e posle n godina biti jednak D(1+r)n

i mi treba da naÆemo onu vrednost n za koju va�i

D(1 + r)n = 2D,

odnosno ono n koje zadovo	ava (1 + r)n = 2. Za dovo	no veliko n
va�i

(1 + r)n =
(
1 +

rn

n

)n
≈ ern.

Odatle, ako pretpostavimo da je ern ≈ 2 dobijamo da je n ≈ ln 2
r =

0.693
r ≈ 0.7

r . Dakle, da bi se duplirao ulog, treba pribli�no n ≈
0.7
r godina. Za razliqite kamatne stope r, navodimo odgovaraju�i
broj godina tako da va�i (1 + r)n ≈ 2 :

1.0170 = 2.07

1.0235 = 2.00

1.0323.3 = 1.99

1.0514 = 1.98

1.0710 = 1.96

1.107 = 1.95.

Iz posled�a dva sluqaja vidimo da ako je r = 7% (r = 0.07)
potrebno je 10 godina da se duplira ulo�eni nova, a ako je

r = 10%, potrebno je 7 godina da se duplira ulo�eni nova.
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1.1 Sadax�a vrednost

Kamatni raqun, koji smo do sada razmatrali, daje pravilo po

kome se nova koji ula�emo u banku, ili dug za kredit koji smo

pozajmili od banke, uve�ava u budu�nosti. Tu je glavno pita�e

bilo kako odrediti budu�u vrednost (future value) za neku sumu

nova danas. Sada nas interesuje obrnuti problem: da naÆemo

koja je vrednost danas, nova koji �emo dobiti u nekom trenutku

u budu�nosti.

Razmotrimo slede�u situaiju:

1) Za godinu dana dobijamo 110 evra;

2) dobijamo 100 evra sada, koje ula�emo u banku sa kamatom od

10%.

U oba sluqaja kroz godinu dana ima�emo 110 evra. Mo�e se re�i

da je dobija�e 110 evra kroz godinu dana ekvivalentno dobija�u

100 evra sada, pri kamatnoj stopi od 10%. Ka�e se da iznos od

110 evra kroz godinu dana ima sadax�u vrednost (present value)
od 100 evra, pri kamatnoj stopi od 10%.

Definiija 1.1.1. Sadax�a vrednost iznosa A kroz godinu

dana je iznos danas jednak

A
1+r , gde je r va�e�a kamatna stopa.

Isti prinip odnosi se i na pla�a�e dugova.

Primer 1.5. Ako kroz godinu dana nekom treba da platimo dug

od 100 evra, koliko treba imati nova sada da se pokrije ta

obaveza, odnosno kolika ja sadax�a vrednost te sume?

Ako je kamatna stopa r, danas nam treba svota od

100
1+r evra, jer

ako se taj iznos stavi u banku sada, on �e narasti za godinu dana

do 100 evra.

Sadax�a vrednost budu�e sume je ma�a od te budu�e sume i

ka�emo da se ta budu�a suma uma�uje, diskontuje (discounting)
da bi se dobila sadax�a vrednost. Taj faktor za koji se budu�a

suma diskontuje zove se diskontni faktor, ili diskontna stopa

(discount factor).

Diskontni faktor za jednu godinu iznosi d1 =
1

1+r , gde je r godix-
�a kamatna stopa. Znaqi, ako �e se suma A dobiti kroz godinu

dana, �ena sadax�a vrednost je suma d1 ·A = A
1+r .
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Ako banka praktikuje slo�eno kama�e�e, onda se ono prime�uje

i za nala�e�e sadax�e vrednosti. Za slo�enu kamatnu stopu r,
koja je pode	ena na m jednakih perioda tokom godine, suma A
posle k−tog perioda ima diskontni faktor

dk =
1

(
1 + r

m

)k ,

odnosno A ima sadax�u vrednost

A
(
1 + r

m

)k .

Sva dosadax�a razmatra�a su se odnosila na jedan ulog ili pozaj-

miu, odnosno na pojedinaqni tok nova (single cash flow). Ova
analiza mo�e da se proxiri. Neka je (x0, x1, ..., xn) vektor du�ine
n+1 qije koordinate predstva	aju zapise iznosa gotovog nova u
trenuima 0 = t0 < t1 < · · · < tn. Taj vektor nazivamo tok nova

(cash flow). Sva razmatra�a odnose se na idealnu banku, kod koje

je ista kamata na uloge i na pozajmie, i koja ne napla�uje usluge,

ili transakije.

1.2 Budu�a vrednost toka nova

Pretpostavimo da je fiksirana du�ina perioda za obraqun ka-

mate i da je taj period jednak razmaku izmeÆu dva uzastopna qlana

u toku nova. Posmatrajmo tok (x0, x1, ..., xn), gde xi−ovi mogu biti
i pozitivni i nula i negativni (xto odgovara ulaga�u na raqun,

mirova�u raquna, ili isplatama sa raquna). Pretpostav	a se da

sve stav	amo u banku. Qemu je jednaka vrednost toka na kraju

n−tog perioda?
Na kraju n-tog perioda poqetni ulog x0 �e porasti na x0(1 + r)n;

x1 posle n− 1 perioda porax�e na x1(1 + r)n−1;

x2 posle n− 2 perioda porax�e na x2(1 + r)n−2;

......

xn �e ostati neprome�en.
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Definiija 1.2.1. Za tok nova (x0, x1, ..., xn), pri kamatnoj

stopi r za svaki od n perioda, ukupna, odnosno budu�a vrednost

(future value) toka posle n perioda je:

FV = x0(1 + r)n + x1(1 + r)n−1 + ...+ xn =

n∑

k=0

xk(1 + r)n−k.

Primer 1.6. Za tok nova (−2, 1, 1, 1), kod koga je period 1 godina
i kamatna stopa r = 10% godix�e, budu�a vrednost je jednaka:

FV = −2 · 1.13 + 1 · 1.12 + 1 · 1.1 + 1 = 0.648.

Formula za budu�u vrednost koristi slo�ene kamatne stope za

svaki period.

1.3 Sadax�a vrednost toka nova

Sadax�a vrednost toka nova, isto kao i budu�a vrednost, mo�e

da se izraquna tako xto se svaki iznos u toku razmatra posebno.

Neka je dat tok (x0, x1, ..., xn); qemu je jednaka sadax�a vrednost

ovog toka?

Sadax�a vrednost iznosa x0 je jednaka x0. Sadax�a vrednost

iznosa x1 je jednaka

x1
1+r , jer ta vrednost treba da se diskon-

tuje samo za jedan period. Nastav	aju�i postupak dobijamo da

je sadax�a vrednost iznosa xn jednaka

xn

(1+r)n .

Definiija 1.3.1. Za tok nova (x0, x1, ..., xn), pri kamatnoj

stopi r za svaki od n perioda, sadax�a vrednost (present value)
toka je:

PV = x0 +
x1

(1 + r)
+ ...+

xn
(1 + r)n

=

n∑

k=0

xk
(1 + r)k

.

Primer 1.7. Za tok nova (−2, 1, 1, 1), kod koga je period 1 godina
i kamatna stopa r = 10% godix�e sadax�a vrednost je jednaka:

PV = −2 +
1

1.1
+

1

1.12
+

1

1.13
= 0.487.
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Na sadax�u vrednost toka nova mo�e da se gleda kao na sadax�i

iznos koji je ekvivalentan elom toku, odnosno kao da smo eo tok

zamenili samo jednim iznosom u sadax�em trenutku. Analogno

tome, budu�a vrednost toka jednaka je iznosu u budu�nosti koji

je ekvivalentan elom toku (odnosno eo tok je pretvoren u jedan

iznos na kraju perioda n).

Sadax�a i budu�a vrednost toka su povezane na slede�i naqin:

PV =

n∑

k=0

xk
(1 + r)k

=

n∑

k=0

xk(1 + r)n

(1 + r)k(1 + r)n
=

n∑

k=0

xk(1 + r)n−k

(1 + r)n

=
FV

(1 + r)n
.

Za tok (−2, 1, 1, 1), iz prethodna dva primera imamo

PV = 0.487 =
FV

1.13
=

0.648

1.331
.

1.4 Slo�eno i neprekidno kama�e�e

tokova nova

Imamo tok (x0, x1, ..., xn). Neka je r godix�a kamatna stopa, a

raquna se slo�ena kamata za godinu koja je pode	ena na m jed-

nakih perioda (xto znaqi da je kamatna stopa za jedan period

jednaka

r
m). Poqetak toka je u nultom trenutku, a na kraju svakog

od n perioda se obraqunava kamata. U skladu sa prethodnim raz-

matra�ima, budu�a i sadax�a vrednost toka bi�e:

FV =
n∑

k=0

xk

(
1 +

r

m

)n−k
,

PV =

n∑

k=0

xk
(1 + r

m)k
.

Ako se nominalna kamatna stopa obraqunava neprekidno i ako

se promene dexavaju u trenuima t0, t1, ..., tn sa odgovaraju�im

vrednostima x(tk), k = 0, 1, 2, ..., n, to jest ako je u pita�u tok
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(x(t0), x(t1), ..., x(tn)), onda su formule za budu�u i sadax�u vred-
nost novqanog toka pri neprekidno obraqunatoj kamati slede�e:

FV =
n∑

k=0

xtke
r(tn−tk),

PV =

n∑

k=0

xtke
−rtk .

Teorema 1.4.1 (O transformaiji toka nova). Neka su a=
(a0, a1, ..., an) i b = (b0, b1, ..., bn) dva toka nova takva da pri

kamatnoj stopi r va�i:

PV (a) =

n∑

i=0

ai(1 + r)−i ≥
n∑

i=0

bi(1 + r)−i = PV (b)

Tada se tok a mo�e transformisati u tok c =(c0, c1, ..., cn), koji
ima istu sadax�u vrednost kao i tok a i za koji va�i ci ≥ bi,
za svako i = 0, 1, ..., n.

Dokaz. Indukijom po broju qlanova u toku dobijamo: ako je broj

qlanova jednak 1, to jest kada je n = 0, imamo

PV (a) = a0 ≥ b0 = PV (b)

Pretpostavimo da tvrÆe�e va�i za novqane tokove du�ine n.
Dokaza�emo da u tom sluqaju tvrÆe�e va�i i za novqane tokove

du�ine n+1, takve da je sadax�a vrednost od a ve�a ili jednaka

od sadax�e vrednosti od b.

Postoje dva sluqaja:

1) a0 ≥ b0. U ovom sluqaju me�amo prvi element toka a tako xto

kao prvi �egov element stav	amo b0, a preostalih a0−b0 ula�emo
u banku na jedan period pri kamatnoj stopi r. Posle prvog perioda
taj iznos, uve�an za kamatu, dodajemo toku. Na taj naqin smo tok

a transformisali u tok

a⋆ = (b0, (1 + r)(a0 − b0) + a1, ..., an).
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Poxto su prvi qlanovi u oba toka a i b isti, posmatramo ostatak,

odnosno razliku sadax�ih vrednosti ostataka u trenutku t = 1
posle prvog perioda

(1 + r)(a0 − b0) +
n−1∑

i=0

ai+1(1 + r)−i −
n−1∑

i=0

bi+1(1 + r)−i = a0(1 + r)

+ (1 + r)

n∑

i=1

ai(1 + r)−i − b0(1 + r)− (1 + r)

n∑

i=1

bi(1 + r)−i

= (1 + r)(PV (a)− PV (b)) ≥ 0.

Sadax�a vrednost posle prvog perioda transformisanog toka

nova

((1 + r)(a0 − b0) + a1, ..., an)

je ve�a ili jednaka od sadax�e vrednosti za tok (b1, ..., bn). Prema
induktivnoj pretpostavi sledi da mo�emo da transformixemo

tok nova

(b0, (1 + r)(a0 − b0) + a1, ..., an)

u tok

(b0, c1, ..., cn),

tako da va�i da je ci ≥ bi, za svako i = 1, ..., n.

2) a0 < b0. U ovom sluqaju pozajm	ujemo razliku b0 − a0, koju
�emo posle prvog perioda da vratimo sa kamatom. Imamo trans-

formisani niz

a∗∗ = (b0, a1 − (1 + r)(b0 − a0), a2, ..., an)

= (b0, a1 + (1 + r)(a0 − b0), a2, ..., an) = a∗,

pa se da	e rezonova�e nastav	a kao u prethodnom sluqaju.

U prethodnoj teoremi videli smo da, pomo�u idealne banke, koja

daje iste kamate na uloge i na pozajmie i koja ne napla�uje

troxkove transakija, jedan tok mo�emo transformisati u

drugi. Tako, na primer, pri r = 10%, mo�emo da trans-

formixemo tok (1, 0, 0) u tok (0, 0, 1.21), tako xto �emo da

ulo�imo u banku jedan evro sada i da dobijemo 1.21 = 1 · 1.12
kroz dve godine.
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