





YHUBEP3UTET ¥ BEOI'PALY
MATEMATNYKU PAKYJITET

Ciobomanka Jankosuh e Bojana MwuJsioniesuh

EnemenTn douHancujcke
MaTeMaTUuKe

—V¥Y116eHuK ca 3ajaiumMa —

Beorpaa, 2017.



ap Cnobopanka Jankosuh, pejioBau mpodecop
ap Bojana Mwustomesuh, moment
Maremarnuku GHaKyaTeT

EJIEMEHTN ®PTHAHCNJCKE MATEMATUKE

[IpBo m3name

Nznasau: Maremaruuku dakynrer, Crynerarcku Tpr 16, Beorpas
3a m3maBaua: mpod. ap 3opan Pakwuh

N3z nasauku oadop: upod. ap Musom Apcenosuh, npejcesHuk
npod. ap Ousra Aramankosumh
upod. ap Mupjana Hopuh
npod. ap [Ipenpar Janmauh
npod. ap 3opan [lerporuh

Penenzentn: npod. ap Becna Jespemosmh
gom,. ap Muman Kaexesnh

[MIramma n moee3: Jlonar rpad, Beorpan

Twupax: 200 mpumepaxka,

YIK: 519.86
MSC (2010): 91-01, 91G10, 91G20, 91G30, 91G70, 62P05

(© 2017. Maremarnuku akynrer y Beorpamxy. (© 2017. Ayropm.

Csa npaBa 3aaprkana. Hujeman reo oBe myOsuKaryje He MOYKe OUTH PEIpOIyKOBAH
HUTU CMEIITEeH y CUCTeM 3a IIpeTPpaKuBarb€ WJIN TPAHCMHUTOBAIbLE Y bma0 KoM
00/mKy (e/TeKTPOHCKM, MEXaHWIKH, (POTOKOTHMPAHEM, CMAFhEHEM WU Ha JAPYTH

HA4WH), 6€3 IPeTXOHe MUCAHE J03BOJIE N31ABAYA U Ay TOPA.



YBOI

Y dbuHAHCH]CKO] MATEMATHUIIN, [1a CTOTA, U Y OBOM KYPCY, IPOYUIaBAjy
ce TOjMOBH W II0jaBe, KAaKO JETEPMUHUCTUIKE TAKO M CTOXACTUIKE
npupoze. Y CTOXaCTUIKOM JIeJIy U3Y9aBajy Ce Pa3jinvduTe BPCTE BPE-
HOCHHUX TAalwpa, 4uja BpemHocT y OymyhaocTm 3aBucu of ciryuaj-
mux dakropa. Ha mouerky, 6aBumo ce momeswpameM IeHA aAKIH)a
IIpeKo reoMeTpujckor BpayHoBOr Kperama. 3aTHM M3ydaBaMO TaKO-
3BaHe depusame, BPEIHOCHE TTATTMPE, KOJU Ce OTHOCE HA AKIHje W 9nja,
ce TieHa W3BOJIU W3 TieHe oJroBapajyhux akmuja (Koje ce y TOM Cirydajy
30By nodaoza). Tnasau nepusatu cy onyuje, Koje MOTy GUTH Kynoehe
u npodajre. OuIyja je BPEJIHOCHU TANWUP, KOJU MIPEJICTaBIba YIOBOD
u3mely nBe crpame, a OJHOCH ce Ha akmnuje. KymoBHa ommmja jaje
paBo, ajii He U 0baBe3y, Jia ce y JIOTOBOPEHO BpeMe II0 JOTOBOPEHO]
nenu Kymu oxpehen 6poj akmuja. [Ipomajua ommuja maje nmpaBo, ajau
me u obaBe3y, Jia ce y JIOTOBOPEHO BPEMeE TI0 JIOTOBOPEHO] MEH! PO,
onpebenun 6poj aknumja. OBo ce pajiu y 1muiby aob6ujama TpoduUTa u y
nusby obesdbehmBama o pusuka. [lomTo omnmmja HOCH TOTEHIMjATHY
J100uT, NUTame je KaKo oapeauTn (ep meHy, Koja he ma 3a10BO/bU
7 KymOna u npojaBna ommuje. 3semena je aysena dhopmysia Bieka u
[MTosca 3a u3pauyHaBame 1ieHe omnnuja. Y Be3u ca (opmynom bieka u
ITTosica npejicTaB/bene Cy KapaKTEPUCTHKE KOje ce 30BY 2PUYKa CA08G,
IbUXOBO M3padyHaBaihe U 00e3behuBame o pu3nKa MOMONy huX.

Takohe je ykparko oGjammena epednocm npu pusuky (VaR) u
U3JIOKEH Kanumaanu modes 3a oopehusaroe npunoca axyuja (CAPM).
Jenmo norsasibe je nocseheno MapkoBuiieBuM pe3ysraTumMa Koju ce
OJTHOCE Ha, OTITUMAJIAH TOPTQOIIHO.

CBako MorjaBJbe je MIYCTPOBAHO PEIeHNM IIPUMEPHMa, & 3aBPINABa
ce u3bopom 3ajaraka. Pemema Behmne 3ajaraka cy jara Ha Kpajy



yioeHnKa. Y TOCHIeIHeM MOrJIaB/by Hajla3e Ce MPUMEPH Yy TPOrpaM-
ckoM je3uky R koju je 300r Besumknx MoryhHocTH M 4uibeHUIE J1a ce
paam o caoboaHOM cOdTBEpPY, MOCTA0 jeIaH O BOAehmx mporpama 3a
crarucTraky obpasy mogaraka. [logpa3ymeBa ce j1a IuTaomu MMajy
OCHOBHO TIPEJI3HAIE O MIOMEHYTOM je3UKY, Tj. Ja Cy YIO3HATH Ca Hhe-
TOBOM CHHTAKCOM.

Csa smreparypa 3a 0Baj KypC je Ha CTPAHUM je3unuMa (yriiaBHOM
enrsieckom). la Ou ce 3amHTEPECOBAHMMA OJIAKNIAJIO YUTAME CTPAHE
JINTEpaType, KOJI CBAKOT HOBOT IOjMA JIAT je ¥ OPUTHHAJIAH €HIJIECKU
TEePMUH.

Hajronnuje ce 3axBaspyjemo mamum Kojerama, jip Becau Jespemosuh
u ap Mwmpany Kuexesnhy Ha TaK/BUBO TPOYATAHOM PYKOIHCY, KAO
¥ Ha KOPUCHUM IpUMEI0aMa U CyreCThjaMa.

Y Beorpanuy, debpyap 2017. rogune Ayropu



Caap2kaj

[l KamarHe cTome m TOKOBM HOBLA 1
L1 Cazamma Bpeamoct . . . v v oo 6
[L.2  Byavha BpesHOCT TOKA HOBIA . - - « « o o o v o o .. 7
MWWBHA ............. 8
[L.4 _Cuoxeno u nenpexuuno kamaheme Tokosa HOBHA . 9

7 1 5 59
3.2 Bpenmoct mpm puauky - VaRl . . . .. . 61
3.3 Trosummms moptdomid « .« oo o e e e 63




4.7 BpeanocT doprapi yI‘OBODg ...............
4.8 BalAIld . . . . o e e e e e e e e e e

|5_ .
m%mwm o
MWWLM .....

5.4 Bagalmd . . . . e e e e e e e e e e e e e

74 OOOHIE. . . & v v o e e e e e e e e e e e

[Mureparypd
|Cuucak mojmona

113
113
127
132
137

140

157
158
160
161
172

177

181



KamMmaTHe cTolle m TOKOBUI
HOBIIA

[Tounmemo ca wu3ydaBameM kamamnuur cmona  (interest rate) wu
JIETEPMUHUCTHIKIX TOKOBA, HOBIIA. 3& KAMATY C€ IeCTO KarXKe JIa MPe-
cTaB/ba BPEJHOCT HOBI@ M3pakeHy y dyHKumju Bpemena (the time
value of money).

Tnasnuya  (principal) v kamama (interest rate) cy omimTenosHaTn
IIOJMOBH: aKO Ce YJIOXKH, WM HHBecTHpa 1 guHap y OaHKy Koja maje
kamary o 8% rogumme, onjga he Ha Kpajy rojune Ha padyHy OGutn
rnasauna on, 1 muaap mayc kamara of 0.08 mmmapa, ykymmo 1.08 mu-
Hapa. Ako Ou ce yioxxmyio A guHapa, Ha Kpajy TOJAWHE PadyH Ou 1mo-
pactao ma A - 1.08 gmuaapa. Y ommrreM ciIydajy ako je KaMmara, Wi
KaMaTHa CTOMA T, KOja Ce M3parkaBa y JenuMaaaMa, OHIa he moueTHn
YJIOT TIOCJIe TO/IMHY JaHa 6utn momuoxken ca dhaxropom (1+ 1) u 6urn
jemmak A - (1+7).

[Tocroje paznuanTu HakurH 0OpaTyHABAKHA KAMATE:

1) Kaga je y nurama npocma  (simple) kamama, HOBAIL, yJIOXKeH
Ha ozpeljen mepmoy (pazmwuaut ox jenHe roguue) he ce yseharu 3a
KaMaTy KOja je MPOIMOPIMOHAJIHA BPEMEHY TPajama WHBECTUPAHA,

OJIHOCHO YKYIIHA CyMa Ha PAdyHy pacTe JIMHEAPHO Ca BpeMeHOM. AKo
je rimaBHua A, OHJA MOCJIe JABe TOJAWHE Ha padyHy he burn

V =A(1+2r)



2 1. KamarHe cTomme m TOKOBU HOBIIA

JIMHAPA, TTOCJIe N TOAWHA Ha padyny he Ourtwm
V=A(1+nr)

JIMHADA U YOIIIITE MOCJIe OUJI0 KOT MHTEPBAJIA BpeMeHa iy kuHe ¢ (Koju
ce MepH y TrofMHAaMAa), YKYIIHA BPEJHOCT HA padyHy he 6Gutn

V=A1+tr)
JTTHAPA.

2) Mebhyrum, Behmna GaHKapcKux ysora u KpeauTa (MO3ajMHIA)
HOJJIEIKE  CAOICENO] KAMAMU, WK CA0dCEHOM Kamahery (compound
interest, compounding). Pazamorpumo pauyH 3a Koju ce jobuja Kamara
110 MOJIMIITER0] KAMATHO] cTond 7. AKO ce KamMaTa 00padyHaBa MOIUIIHE,
OHJIA TIOCJIE je/IHe TOJuHe KaMaTa Koja ce mobuje jJoaaje ce TIIaBHUIM,
amme ce j1o0uje yBehana ryiaBHuUIla, HA OCHOBY KOje ce jjo0uja Kamara
3a Jpyry rojuHy. 3Ha4Yd Ja he TOKOM JIpyre TOJIMHE Taj padyH Ja
3apa/im KaMaTy Ha KamaTy (MHTepec Ha MHTEPEC).

[Tocsie ropuuy JaHa HOBAI Ha padyHy ce MHOXH (akTropom (1 + 7).
[Tocae e rommue muOXkM ce oner dakropom (1 + 7), mro jaje
(1+7)? myra rIaBEUNA,..., TOCTE N TOAMHA PAIYH IOPACTE 33 (HAKTOP
(1 + )", kojum ce MHOXKM riasHuIa. MHore GaHke Jajy Kamary uim
nannahyjy kamary denrhe: JgHEBHO, MECEIHO, TPOMECETHO .... OBaKBO
4genthe obpadyHaBame Kamare HoJmxKke epeKTUBHY TOJMINY KaMaTHY
cromy. Tpajunuja je Jia ce HaBoJie TOJMINELE KaMaTHE CTOIe, a OHJIA
ce 00padyHaBajy MPOIMOPIMOHAJIHO.

ITpumep 1.1. Pazmompumo mpomeceuno obpauyHnasae Kamame no
Kamammoj cmonu jednaxoj v eoduwrwe. To 3nauu da ce 3a c6aKo
mpomeceuje nanasahyje wamama no KaAMamMHOj CMONU jednaxoj 7.
. . o
Aax.ne, nosay, xoju cmoju y banyu 3 meceua nopawhe sa gaxmop 1+ 7
na kpajy 3 meceya. Axo ocmane y banyu jows 8 meceya, nopawhe jous
aa gaxmop 1+ 7. Ilocae 20duny dana, 2aasnuya he nopacmu sa dhax-
mop (1 + 2)4. Jacro je, na ocnosy Fbymmuose burommne popmyae, da

je 3a ceaxo r > 0,
— > .
+ 1 T
3aucma,
4
4
(1+3) = 2

4 k
k 0<k:) (%) e AT



3uauu, 36 ucmy 200UWILY KAMAMHY CMONY T, CYMQG HQ PAYYHY NPU
CAOIHCEHOM MPOMECEYHOM 00PaUYHABAY Kamame seha je 00 cyme Koja
ce dobuje y cayuajy Kada je y numary npocma KaAMeMHa Cmong.

ITpumep 1.2. Axo ce nosajmu 1000 espa na 200uny dana ca Kamam-
nom cmonom 00 8% z2o0duwrbe, 0OPAHYHAMOM MPOMECEUHO, KONUKY je
dye na Kpajy 200une?

Kamama 00 8% z0duwrve 00pauynama mpomeceuto, 3HAMY CAOHCEHY
xkamamy 00 2% = %% 3a mpomeceuje.

ITocae npsoe mpomeceuja, dye je 1000(1 4 0.02);

nocae dpyzoz mpomecewja dyz je 1000(1 + 0.02)2;

nocae mpehez mpomeceuja dye je 1000(1 + 0.02)3;

nocae wemspmoz mpomecewja dye je 1000(1 + 0.02)* = 1082.40 espa.

Buaumo y oBoMm nipumepy Jia je Jyr Ha Kpajy roguHe Behu Hero 1mozaj-
murna +8%, ayr je jeaHax uzHocy mozajmuie +8.24%.

Hedbunuumja 1.0.1. Efexmusna xamammua cmona (effective inter-
est rate) je ona npocma Kamamwa cmona kKoja OU NPOUIBEAL UCTNU
PE3YAMAM KAO U CAOIHCEHA KAMAMHG cmona na 200uny dana. Ilo-
AG3HA, OCHOBHA KAMAMHAG CIMONG, HA3UGE CE HOMUHAANG KAMAMHA
cmona (nominal interest rate).

VY npumepy [[2] edekrnra kamarna crona je 8.24%, a HOMUHAJIHA, je
8%. Jaxkiie, ako je y mMATamy CJIOXKEHO Kamaheme, OHJa je M3HOC KOjH
ce jiobuje 3a kamarTy Behn Hero KaJia je y muramy 1IpoCcTO Kamaherbe.
To ce memaa 3ato 1mTo ce mwraha Kamara Ha Beh obpadyHaTy KamMaTy
U3 MIPETXO/IHUX MEPUOA.

Besa uzmely nomunasne kamarae crore 7 u e(heKTUBHE KAMATHE CTOIEe
Tef Je ciaenehas

cyma nobujeHa Ha Kpajy roguae — G
Tef = e .

Ako je y muTamy romuinma KaMaTHa CTOHA 7, Koja ce obpadyHaBa

TPOMECEYIHO, OH/IA, je

ref:wz(uff—l.
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3a npeTXoaHu TpuMep J00HjaMo Tef = W = 0.0824.

CroxeHo obpadyHaBame KaMaTe MOXKe J1a Oy/ie ca MpOU3BOJHHOM ITOJIe-
JIOM. Y ONINITEM CJIy9ajy TOJUHA CEe JIEJIM HA M jeJIHAKUX IEPUOJIA.
Meceune moaese HUCY Oalll jeaHake, aJd MECEYHO OOpadyHaBambe Ka-
MarTe 3HAYU Ja je m = 12. 3a CBaKW MOJeIMHAYHU [TEPUOJL, KAMATa, je
jenHaka .-, T7ie je r HOMHHAJIHA TOUIIEA KaMaTHa CTOMa, a m je 6poj
nepuoga. [locne k nepuosa pacr je jeaqnak dbaxropy (14 %)k , @ 1ocJIe
nene ropume je jemax (1 + )™, EdexTupna kamaTHa cToma je 7.y,
KOja 33JI0BOJHABA

r\m
1+’I”ef:<1+a) .

[IIrta ce mermaBa Kaja TOIMHY JETMMO Ha, CBe Mambe mepuoze?! To 3nadan
J1a 6poj mepuosza m mocTaje cee Behu u Behn. TakBo kamaheme ce 30Be
caooiceno nenperudno kamahere (continuous compounding). Y Tom
ciydajy edeKTuBHa KaMaTHa CTOIA T Ce J00uja u3 penanyje

r\m
147 = lim <1+—) —
m—00 m
rjae je e = 2.7818... 0CHOBa IPHUPOJIHOr JIOTAPUTMA, OJHOCHO Tef =
e’ —1.

IIpumep 1.3. Axo banxa daje xamamny cmony 00 8% zoduwrve, onda
Kada ce Kamama 06pauyHABa CAONHCEHO U HenPexudHo, umamo da je
1+rey =€ = V98 = 1.0833, na je epexmuena wamamna cmona
ref = €" —1=0.0833, odrocro y npouenmuma re; = 8.33%.

Hoie ce Buu kKako pacte e(PeKTUBHA KAMATHA, CTOIA, CA PACTOM HOMHU-
HaJIHE KAMATHE CTOIE [PU HEMPEKUHOM U CJIOKEHOM O00paTIyHABAY
KaMarTe.

HOMMWHAJIHA KAMAaTHA CTOIA, 7T :
1.00 5.00 10.00 20.00 30.00 50.00 75.00 100.00
edexTUBHA KaMaTHa CTONA, Tef:

1.01 5.13 10.52 22.14 34.99 64.87 115.70 171.83

Mory ce mahu edekTuBHEe KamarTHe CTOIE 33 WHTEPBAJ TPOU3BOJHHE
Jy>KuHe 1, OJJTHOCHO MOXKe Ce M3padyHaTH KOJHMKO he cyma Ha padyHy



(nm yr) mMOpacTH MOCJE MPOU3BOJHHO JIYyTadKOr MEPUOJA BPEMEHA.
Osnauumo To Bpeme ca t -mepeno y rojunama, (¢t = 1 3uaun 1 roguna,
t = 0.25 3paum 3 mecena). Ilomenmmo romuHy Ha M MEPHOJA, CBAKH

1 : ~ k
nyxune --. Heka je ¢ = =

3a HEKO k, IITO 3HAYHU 13 je ¢ npubInuKHO
jemHako ca k mepmoma jyxKube m. Kama je m BpJIo BEIUKO MOXKE Ja
ce mocturae gobpa tagnoct. Hakie k ~ mt. VI3 onmrre dpopmyste 3a

CJIOKEHO 00patdyHaTy KaMaTy MMaMo Ja je
r k r mt r\m t

1+r€f:<1—|——) :(l—i——) :Kl—l——) } — €™ xagm — 0o
m m m

Oparie gobujamo Ja je edpeKTHUBHA KaMaTHA CTOIA, 33 WHTEPBAJ Bpe-
MeHa Jy>KuHe t jeqpaka et — 1.

IIpumep 1.4. IIpasuso dynaupara (uau npasuso 7-10.) Axo ce no-
8aY, YAONHCU Y OAHKY CA CAOHCEHOM KAMAMHOM CMONOM T, 06pay-
HAMOM 200UWIHE, KOAUKO 200uHa mpeba da 6u ce dynaupao yaoe?

ITouemmnu yaoe (deposit) D he nocae n 2oduna 6umu jednar D(1+1)"
u Mu mpeba da nahemo ony epednocm n 36 KOJY 6aAHCU

D(1+nr)"=2D,

odnocro ono n koje sadosomasa (1 + )" = 2. 3a dosowno eeauro n
6adHCU .
(I+r)" = (1 + —) e,
n

Odamue, axo npemnocmasumo da je €™ == 2 dobujamo da je n ~ 1“72 =

@ = 077. Laxae, da 6u ce dynaupao yaoz, mpeba NPUOAUNCHO T R
% 200una. 3a pazaunume KaMamme Cmone r, Hagodumo 0d2osapajyhiu
6poj 20duna maxo da sasicu (1 +1)" ~2:
1.0170 = 2.07
1.02%° = 2.00
1.03%%% =1.99
1.05 = 1.98
1.07' = 1.96
1.107 = 1.95.
W3 nocaedwa dsa cayuaja sudumo da axo je v = 7% (r = 0.07)

nompebro je 10 z0duna da ce dynaupa Yrodcenu HOBAY, 4 AKO je
r = 10%, nompebro je 7 200una da ce dYnaupa Ya0ACEHU HOBA.
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1.1 Camamnrma BpeaHOCT

Kamaruu padyn, koju cMO JI0 cajia pa3Marpad, Jaje MPaBUJIO IO
KOMe Ce HOBAI| KOju yJjaxeMo y OaHKy, WId JyT 32 KPEJUT KOju CMO
no3ajmusu oy, banke, ysehasa y Oyxyhuocru. Ty je raBHo nurame
6uno xKako oxpenutu b6ydyhy epednocm (future value) 3a HEKy cymy
voBna ganac. Caga Hac wHTEpecyje oOpHyTm mpobsem: ja Haljemo
KOja je BpeJHOCT JaHAC, HOBIA KOjH heMo JOOHTH y HEKOM TPEHYTKY
y Oyayhuocru.

Pasmorpumo cienehy curyanmjy:

1) Ba roguny gana mobujamo 110 espa;

2) mobujamo 100 eBpa caja, Koje yrnaxkeMo y GAHKY Ca KAMATOM O]
10%.

VY oba ciayuaja kpo3 roguny gana mmahemo 110 eBpa. Moxke ce pehu
J1a je mobujame 110 eBpa Kpo3 roguHy JaHA €KBABAJIEHTHO JI0OWjamy
100 eBpa caja, npu Kamaraoj cromu ox 10%. Kaxke ce ma usHOC Off
110 eBpa kpo3 roauny jana uMa cadawtrby epednocm (present value)
o 100 eBpa, npu KamarHoj cromu ox 10%.

Hedbununumja 1.1.1. Cadawra epednocm usnoca A xpo3 2oduny
dana je usnoc dawnac jednar 1‘%, 2de je r sasceha xamammua cmona.

VcTr npuHIAN OMHOCK ce W Ha Irahame ayrosa.

IIpumep 1.5. Axo xpos 20duny dana wexom mpeba da naamumo dye
00 100 espa, xoauxo mpeba umamu HO6UG cada da ce nokpuje ma
obasesa, 0dHOCHO KoAuKka ja cadawrba epednocm me cyme?

Axo je wamammna cmona r, danac nam mpeba céoma 00 11—23 eepa, jep
axo ce maj usnoc cmasu Yy banxy cada, on he wapacmu 3a 200uny 0aHa
do 100 espa.

Camamma Bpegunoct Oymayhe cyme je mama on te Oymayhe cyme u
KaxkeMo Jia ce ta Gyayha cyma ymamyje, duckonmyje (discounting)
JTa 6m ce mobmia camarrmba BpegHocT. Taj darTop 3a Koju ce bymayha
CyMa, JIUCKOHTYj€e 30Be ce QUCKOHMHU (Parmop, WIH JUCKOHMHA CMONG
(discount factor).

JuckoaTHU GaKTOP 34 je[Hy rOAUHY U3HOCHU d) = ﬁ, TJe je T TOJ!III-
Ha KaMaTHA CTOMa. 3HAaUM, ako he ce cyma A JOOGHTH KpO3 TOJWHY

. _ A
JIaHA, BEHA CaJAIha BPeIHOCT je cyma di - A = T



1.2. Bynyha BpemHOCT TOKa HOBIA 7

Ako bGaHka TpakTHKYje CI0XKeHO Kamalieme, OHJIa Ce OHO NMpHUMEmYje
7 33 HAJAXKEHEe CATAIMHE BPETHOCTH. 33 CJIOXKEHY KaMaTHY CTOMY T,
KOja je moje/beHa Ha M jeIHAKUX IEepPUOoJa TOKOM TojuHe, cyMa A
rocje k—Tor mepuojia, uMa, JJUCKOHTHHA (haKTOP

1

di = ——,
(1+5)"

OJIHOCHO A mMa CaJIallmby BPEIHOCT

A
(1+2)"

Caa mocajanmma pa3MaTpama Cy Ce OHOCHIIA, Ha JeJIAH YIIOT WK 1T033j-
MHUILY, OJIHOCHO Ha nojedunavnu mok nosya (single cash flow). Osa
aHaJm3a Moxe Jia ce upommpu. Heka je (xg, x1, ..., Ty ) BEKTOD JLyKUHE
n + 1 auje KoOpAWHATE TPEACTBABAJY 3AIMMCE W3HOCA TOTOBOT HOBIA Y
Tpenymuma 0 =ty < t1 < --- < t,. Taj BeKTOp Ha3WBAMO MOK HO8UG
(cash flow). Csa pasmarpara OJHOCE ce Ha WjeaJsHy DaHKY, KOJ Koje

je mcTa KaMaTa Ha yJIore W Ha [I03ajMUIle, U KOja He Hamtahyje yciayre,
TN TPAHCAKITH]E.

1.2 Dbynyha BpegnocT ToKa HOBIIa

[IpermocraBumo j1a je purcupana mpyKuHa MEPUOIa 33 00pAYyH Ka-
MaTe H Ja je Taj MePHUoL jeJHAK pa3MaKy n3Mehy 1Ba y3acTOMHA IIaHA,
y Toky HoBua. ITocmarpajmo Tok (29, 1, ..., Ty ), TJe T;—O0BU MOry OuTH
U MO3WTHWBHU U HYJIA U HETATUBHH (IIITO OJIrOBapa yJjaralmy Ha PadyH,
MUPOBatby padyHa, UM UCILUIATaMa Ca padyHa). [[permocrasiba ce ja
cBe cTaB/hbaMoO y OaHky. Uemy je jeamaka BpeTHOCT TOKa Ha Kpajy
n—ror nepuoa’?
Ha kpajy n-ror nepuosa nodernu ysor xg he nopacru Ha xo(1 + 7)™
x1 mocse n — 1 mepmoma noparmhe ma 1 (1 + 7)1
r9 mocse n — 2 mepmosa noparmhe Ha zo(1 + 7)" 2

T, he ocraru HEIpOMEmEH.
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Hedbunnnnuja 1.2.1. 3a mox nosua (xg, T1,...,Tn), NPU KAMAMNHOJ
cmonu T 3a cearxu 00 n nepuoda, ykynwa, odnocro 6ydyha epednocm
(future value) moxa nocae n nepuoda je:

n
FV =ag(l+r)"+a(L+r)" "+ 2, =Y ap(l+7)"F

ITpumep 1.6. 3a mox nosua (—2,1,1,1), xod Koza je nepuod 1 200una
u Kamamua cmona r = 10% zoduwre, 6ydyha epednocm je jednara:

FV=-2.114+1-1124+1-1.1+1 = 0.648.

Qopwmyna 3a 6yayhy BpeaHOCT KOPUCTU CJIOXKEHE KaMaTHE CTOIE 3a
CBaKM TIEPUO/I,.

1.3 Caganrma BpeJHOCT TOKA HOBIIA

Capamma BpeIHOCT TOKA HOBIA, UCTO Kao u Oymayha BpemnocT, moxe
JIa ce M3PpadyHa TAKO IITO Ce CBAKW M3HOC Yy TOKY pa3MaTpa MmocebHO.
Heka je mar Tok (xg, X1, ..., Ty ); IEMY je jeJHAKA CAJAIIHA BPETHOCT
oBor Toka?

Camamma BpeJJHOCT W3HOCA T je jemgHaka rg. Cajalima BPEIHOCT
W3HOCA T je jeTHaKa %, jep Ta BpemHOCT Tpeba 1a ce JTUCKOH-
Tyje caMo 3a jeJ]aH MePHUo/I. HaCTaBJBajth/I MOCTyIaK J1obmjamo 1a

je CaraIima BPeIHOCT U3HOCA, Xy jJETHAKA

(1+r)

Hedbunnumja 1.3.1. 3a mox nosua (g, x1,...,Tn), NPU KAMAMHOJ
cmonu 1 3a ceéaru 0d n nepuoda, cadawrva epednocm (present value)
moxa je:

n
I
PV =20+ ——+ ...
) kZ:OHr

IIpumep 1.7. 3a mox nosua (—2,1,1,1), x0d xoza je nepuod 1 200una
u Kamamna cmona v = 10% zoduwre cadawra epednocm je jednaka:
1 1

1
PV =-2+4+_— =04
1% + 7 T gt Ty = 0487,



1.4. Cnoxeno n HempeknHO KaMaheme TOKOBa HOBIA 9

Ha capjanimy BpeHOCT TOKA HOBIA MOYKE JIa C€ TUIEJIA KA0 Ha CAJATIHI
M3HOC KOjH je eKBUBAJIEHTAH I1€JIOM TOKY, OJIHOCHO Ka0 JIa CMO I1€0 TOK
3aMEHMIIA CAMO JeJTHAM W3HOCOM y CAJAIIHEM TPEHYTKY. AHAJIOrHO
Tome, Oyayha BpeaHocT TOKa jenHaka je m3HOcy y OymayhmocTnm koju
je eKBUBAJIEHTAH IIEJIOM TOKY (OJIHOCHO I€0 TOK je MPETBOPEH y jeIaH
U3HOC HA KPajy Nepuoja n).

Camamma u Oyayha BpeJHOCT TOKa, Cy MoBe3aHe Ha cjefehin HaduH:
n

B " Ty n rp(l+r)" o (1 +r)nF
Pv_kzo(1+r)k _kzo(l+r)k(1+r)" _kz(:) (1+7r)"

FV
(1+7)n

3a tok (—2,1,1,1), u3 nperxojHa jBa IpUMepa UMaMO

FV  0.648

1.4 CaoxkeHoO © HempeKHJAHO KamMaheme
TOKOBa HOBIIA

Umamo tok (z9,21,...,L,). Heka je r romgummma KaMaTHa CTOMA, a
patdyHa ce CJIOXKEeHa KaMaTa 33 TOAWHY KOja je MOJe/beHa Ha M jej-
HAKWUX Mepuoja (IITO 3HAYM Ja je KAMaTHA CTONA 33 jeJaH MepHuoJ
jemmaka I-). Tloyerak TOKa je y HyJTOM TPEHYTKY, a Ha KPajy CBAKOT
0J1 1 epuojia ce obpadyHaBa Kamara. ¥ CKJIAJy Ca MPEeTXOJIHUM pa3-
MarpamuMa, byayha u cagamma BpeaHocT Toka duhe:

n
r\n—k
k*Oxk ! m

PV = - .
2 Tr oF

Ako ce HOMMHAJIHA KaMaTHA CTOMA OOpavYyHaBa HENMPEKWIHO W aKO
ce MpOMeHe MeIaBajy y Tpemymmma tg,tq,...,t, ca omroapajyhum
BpegHocruma x(ty), k = 0,1,2,...,m, TO jecT aKo je y mnmTamy TOK
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(z(to), z(t1), ..., x(tn)), ouua cy dopmyse 3a 6yuyhy u cajammy Bpe-
HOCT HOBYAHOI' TOKA [P HEMIPEKUIHO 00PaIyHaTo] KaMarTu ciejehe:

n
FV = thker(tn—tk)’
k=0

n
. —rtg
PV = E Ty, € .
k=0

Teopema 1.4.1 (O rpancdopmarnuju Toka HoBuA). Hexa cy a=
(ap,ai,...,an) u b = (bg,b1,....,b,) déa moka nosuya maxea da npu
KAMAMHO] CTRONU T 6AHCU:

PV(a)=> ai(l+7)">> b(l+r)""=PV(b)
=0 =0

Tada ce mox a moosce mpanchopmucamu y mox ¢ = (co, €1, ..., Cp), KOju
UMG ucCmy cadawrsy 8PeIHOC KGO U MoK & U 3G KOJu 64U ¢; > by,
3a ceaxo 1 =0,1,....n

Zoxas. Nunyknmjom o 6pojy daHoBa y TOKY jobmjamo: ako je 6poj
WIAHOBA jemHak 1, To ject Kama je n = 0, mmamo

PV(a) = ap > bo :PV(b)

[IpermocraBumo g3 TBpheme BaxKW 33 HOBYAHE TOKOBE JIyKHHE 7.
Hokazahemo js1a y ToM ciydajy TBpheme Baku U 33 HOBUAHE TOKOBE
JyKuHe n+ 1, TakBe 11a je caIalnbha BPeaIHOCT O a Beha min jeanaka
OJ1, CATAIITFHe BPEIHOCTH O, b.

[Tocroje mBa ciayuaja:

1) ap > by. Y oBOM cilydajy MEHAMO IIPBU €JIEMEHT TOKA @ TAKO IITO
Ka0 [IPBU IHETOB eJIEMEHT CTaB/haMoO by, & MIPEOCTAIINX ag — by yIaxkeMo
y 6aHKy Ha jesiaH nmepuoy npu Kamaruoj crouu r. [Tocse npsor nepuojia
Taj u3HOC, yBeham 3a Kamary, momajemo ToKy. Ha Taj Hadum cMO TOK
a TpaHcOPMUCATA ¥ TOK

= (bo, (1 + ’I”)(a() — bo) +a, ..., an).
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[Torrrro cy npBu 4amoBu y 06a Toka a u b uctu, mocMarpamo OCTaTaK,
OJTHOCHO PA3JINKY CAIAIILUX BPEIHOCTHA OCTATAKa y TPeHyTKy t = 1
IIOCJIE IPBOT IIEPUOIA,

n—1 n—1
(L+7)(ao—bo) + Y a1+ = big(1+7) " =ag(l+7)
1=0 =0

+ (147 ad ) =bo(lr) = (147> bi(l+7r)

i=1 1=1
= (1 +7)(PV(a) — PV(b)) > 0.

Cajalima BpeJHOCT I1I0CJIe LPBOr ILepHoJa TPaHC(POPMUCAHOT TOKA
HOBITA

((1 + T)(CLO — bo) +ay,..., an)
je Beha wim jegHaka ox cajanimbe BpegHocTa 3a ToK (by, ..., by,). IIpema
HMHJIyKTABHO] IPETHOCTABIM CJIEIH Ja MOXKEMO 13 TPaHC(HOPMUAIIEMO
TOK HOBIIA

(bo, (1 4+ 7)(ag — bo) + ai, ...,an)
y TOK
(bo, c1y.eey Cn),
TaKO JIa BaXKu J11a je ¢; > b;, 3a cBako ¢ = 1, ..., n.

2) ap < bp. Y oBOM ciydajy TO3ajMIbyjeMO pasiuky by — ag, KOjy
hemo mocjie TpBOr MEPUOJIA JIa BPATUMO Ca KamMaToMm. Vmamo TpaHc-
dopMucanu HI3

a™ = (bo,a1 — (1 + T)(bo — ao),ag, ...,an)
= (b07a1 + (1 + T)(ao - b0)7a27 "'7an) - a*a

11a ce JjaJbe Pe30HOBAEe HACTABbA KAO Y HPETXOJHOM CIIy4ajy. O

Y [OpeTxo/HOj TEOPEMHU BUJEH CMO Ja, TOMOhy ujeasnne GaHKe, KOja
Jaje mCTe KaMaTe Ha yJore W Ha IO3ajMHIlE W Koja He Harmtahyje
TPOIIIKOBE TPAHCAKIM]A, JEJAH TOK MOXKEMO TpaHC()OpMHUCATH ¥

apyru. Tako, ma mpummep, mpu r = 10%, moxemo ga TpaHC-
dbopmumeno Tok (1,0,0) y mok (0,0,1.21), Tako mro hemo ma
YIIOKUMO y GaHKY jeJaH eBpo caja u ga jgobmjemo 1.21 = 1-1.12

KpPO3 JIBE IOJIMHE.
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