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Predgovor

Ovaj u$benik baziran je na predavaǌima i ve!bama koje su auto-
ri vixe godina dr!ali iz predmeta Algebra, i kasnije Algebra 1,
u qetvrtom semestru studija smera Informatika na Matematiqkom
fakultetu. Osnovne algebarske strukture koje se ovde obra%uju, dece-
nijama se na Matematiqkom fakultetu izuqavaju na celogodixǌem
kursu u okviru smera Matematika, a posledǌih desetak godina u dva
jednosemestralna kursa. Imaju&i to u vidu, a i posebne potrebe stu-
denata Informatike, nexto od va!nog materijala je moralo da bude
izostavǉeno, ali se ipak vodilo raquna o tome da se najosnovniji
rezultati i konstrukcije ipak obrade.

Glavni deo teksta kǌige podeǉen je u pet poglavǉa. Prvo poglavǉe
je posve&eno osnovama teorije grupa. Tu su obra%ene sve osnovne teo-
reme, ali neki od naprednijih sadr!aja poput Silovǉevih teorema,
dubǉeg ispitivaǌa grupa malog reda, rexivih grupa, je ipak moralo
biti izostavǉeno. U drugom poglavǉu, koje je posve&eno konaqno gene-
risanim Abelovim grupama, materijal je standardno obra%en, osim
xto je izostavǉen dokaz jedinstvenosti normalne forme, ali je de-
taǉno obra%en metod kako se do ove forme dolazi. Tre&e poglavǉe je
posve&eno osnovama teorije komutativnih prstena sa jedinicom, ali
se nije ulazilo dubǉe u teoriju ideala. Koriste&i ideale u prstenu
Z dokazana je Kineska teorema o ostacima, a na samom kraju je disku-
tovana i multiplikativna grupa konaqnog poǉa sa posebnim naglaskom
na primenu u elementarnoj teoriji brojeva. Qetvrto poglavǉe je
posve&eno raxireǌima poǉa. Ovde je data standardna Kronekerova
konstrukcija, ilustrovana na osnovnim primerima, a prikazana je i
konstrukcija konaqnih poǉa xto je posebno va!no za studente smera
Informatika. Kako se u okviru kǌige pojavǉuje i nemali broj za-
dataka, peto poglavǉe je posve&eno detaǉnom rexeǌu svih zadataka.

Posle rexeǌa zadataka data su i qetiri (kratka) dodatka. Prvi
predstavǉa preciznu konstrukciju prstena polinoma, euklidskog de-
ǉeǌa, kao i Euklidovog algoritma za prsten polinoma nad poǉem, sa
kojim se studenti sre&u i ranije, ali ipak bez prave matematiqke
konstrukcije. Ostala tri dodatka se tiqu nekih dodatnih pitaǌa i
nameǌena su, pre svega, znati!eǉnijim studentima.
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Preporuka je autora ove kǌige qitaocima da pa!ǉivo pro%u kroz
tekst pre nego xto se pozabave zadacima i da svakako najpre pokuxaju
da zadatke rexe sami, a ne da odmah gledaju rexeǌa. To je dobro
proveren naqin da od materijala kojim raspola!ete steknete najvixe
koristi. Algebra je specifiqna po tome xto se zadaci ne razlikuju
bitno od teorije, pa vam dobro razumevaǌe teorije omogu&uje da i
zadatke uspexno uradite uz malo truda.

Za kraj, autori !ele da izraze zahvalnost recenzentima dr Zo-
ranu Pucanovi&u, vanrednom profesoru Gra%evinskog fakulteta u
Beogradu i dr Taǌi Stojadinovi&, docentu Matematiqkog fakul-
teta u Beogradu, na nizu veoma korisnih sugestija koje su dali i
zahvaǉuju&i qijem zalagaǌu u ovoj kǌizi ima znaqajno maǌe xtam-
parskih, pa i drugih grexaka nego xto bi inaqe bilo. A svakako, za
sve preostale grexke, odgovornost preuzimaju autori na sebe.

U Beogradu, septembra 2021. Autori
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Za element axa−1 ka!emo da je konjugovan elementu x. Sa ovim
pojmom kasnije &emo se qesto sretati.

Stepen elementa xm mo!e se definisati i za negativne m:

x−n := (x−1)n, za n ! 1.

Naravno, ako je n = 0 uzimamo x0 = e. Mo!e se dokazati da ovako
definisana stepena funkcija (u grupi) ima slede&e osobine (pogle-
dati zadatak 1.7).

Stav 1.4 Neka je G grupa, x ∈ G i m,n ∈ Z. Tada va!i:

1) x−n = (xn)−1; 2) xmxn = xm+n; 3) (xm)n = xmn.

Konaqna grupa G mo!e se zadati ǌenom tablicom mno!eǌa, tzv.
Kejlijevom tablicom. Ovu tablicu zadajemo tako xto vrste i kolone
oznaqimo elementima grupe, a zatim u preseku vrste oznaqene sa a i
kolone oznaqene sa b zapisujemo element ab. U nastavku ovog poglavǉa
da&emo Kejlijeve tablice za nekoliko grupa.
Napomena. Kejlijevu tablicu zapravo mo!emo formirati za svaku bi-
narnu operaciju zadatu na nekom konaqnom skupu (xto &emo i qiniti
u nekoliko zadataka).

Pre%imo sada na primere grupa.

Grupe formirane od brojeva

Prvi i najjednostavniji primeri grupa su grupe koje formiraju
brojevi. To su grupe (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), a tako%e i (Q \ {0}, ·),
(Q+, ·), (R\{0}, ·), (R+, ·), kao i (C\{0}, ·). Naravno, ovde su + i · uobiqa-
jene operacije sabiraǌa i mno!eǌa brojeva, dok su sa Q+ (odnosno R+)
oznaqeni svi pozitivni racionalni (odnosno realni) brojevi.

Nexto slo!eniji je slede&i primer. Neka je n ! 2 prirodan broj.
Posmatrajmo skup svih n-tih korena iz jedinice:

Cn = {z ∈ C : zn = 1}.

Podsetimo se kratko trigonometrijskog oblika kompleksnih brojeva.
Ukoliko z = a+bi ∈ C\{0}, a, b ∈ R, onda se on mo!e napisati u obliku

z = |z|(cos θ + i sin θ),

pri qemu je |z| =
√
a2 + b2 modul kompleksnog broja, dok je θ ǌegov

argument i on je jedinstveno odre%en zahtevom da θ ∈ [0, 2π). Ukoliko
je i w ∈ C \ {0}, ǌega mo!emo tako%e zapisati u trigonometrijskom
obliku:

w = |w|(cosφ+ i sinφ),
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gde φ ∈ [0, 2π). Tada je

z · w = |z||w|(cos θ + i sin θ)(cosφ+ i sinφ)

= |z||w|((cos θ cosφ− sin θ sinφ) + i(sin θ cosφ+ cos θ sinφ))

= |z||w|(cos(θ + φ) + i sin(θ + φ)).

Naravno, mo!e se desiti da je θ+φ ! 2π, to je sasvim u redu, formula
je taqna. Tako%e (prisetimo se Muavrove formule2):

zn = |z|n(cos θ + i sin θ)n = |z|n(cosnθ + i sinnθ).

Ukoliko je |z| = 1, onda je z = cos θ + i sin θ, za neko θ. Posebno, svaki
element iz Cn je ovog oblika (poxto je zn = 1, to je i |z|n = 1, te
je |z| = 1). Poka!imo da je (Cn, ·) jedna komutativna grupa (dakle
grupa u kojoj elementi komutiraju). Znamo da je operacija mno!eǌa
kompleksnih brojeva i asocijativna i komutativna. Tako%e, kako je
1n = 1, 1 ∈ Cn. Ostaje samo da se proveri da svaki element iz Cn

ima inverz koji tako%e pripada Cn. No, ako je z = cos θ + i sin θ ∈ Cn,
onda je zn = cosnθ + i sinnθ = 1. Sledi 1 = zn = zn−1z = zzn−1, pa je
z−1 = zn−1 = cos(n− 1)θ + i sin(n− 1)θ = 1. Uz to, (zn−1)n = (zn)n−1 = 1,
pa je z−1 = zn−1 ∈ Cn, xto je i trebalo dokazati. Konaqno, mo!emo se
zapitati qemu je jednak argument inverza z−1. Ako je θ = 0, tj. z = 1,
tada je z−1 = 1, tj. argument broja z−1 je tako%e 0. Neka je daǉe θ > 0.
Kako va!i

(cos θ + i sin θ)(cos(2π − θ) + i sin(2π − θ)) = cos(2π) + i sin(2π) = 1,

iz jedinstvenosti inverza sledi da je z−1 = cos(2π − θ) + i sin(2π − θ),
pa je argument broja z−1 jednak 2π − θ (jer je 2π − θ ∈ (0, 2π)).

Konaqno, razmotrimo sluqaj n = 4. Nije texko utvrditi da je
C4 = {1,−1, i,−i}, a ovu grupu mo!emo predstaviti ǌenom Kejlijevom
tablicom.

· 1 −1 i −i
1 1 −1 i −i

−1 −1 1 −i i
i i −i −1 1

−i −i i 1 −1

Grupe formirane od bijekcija

Naravno da pojam grupe nije uveden zbog grupa koje qine brojevi.
Razmotrimo slede&i primer. Posmatra se neprazan skup X i sve

bijekcije skupa X u samog sebe. Skup svih tih bijekcija, uz operaciju
2Ova formula se mo!e dokazati primenom matematiqke indukcije i prethodne

formule za mno!eǌe kompleksnih brojeva.



18
Grupe

kompozicije preslikavaǌa, qini grupu permutacija skupa X. Ovoj
grupi &e biti posve&en poseban odeǉak, a mi &emo se ovde pozaba-
viti nekim jednostavnim primerima grupa koje qine simetrije nekih
geometrijskih objekata.

Posmatrajmo neki pravougaonik, koji nije kvadrat.

A B

CD

O

Slika 1. Osne refleksije pravougaonika.

Sem identiqne transformacije, ovaj pravougaonik ima jox samo
tri simetrije: dve osne refleksije (u odnosu na ose koje su sime-
trale naspramnih stranica) i jednu centralnu refleksiju (u odnosu
na centar pravougaonika, tj. taqku O). Jasno je da kompozicija te
dve osne refleksije daje centralnu reflekciju. Oznaqimo ovu grupu
i ǌene elemente sa

V = {ε,σ1,σ2, ρ},

gde je sa ε oznaqena identiqka transformacija ravni, σ1 i σ2 su osne
refleksije, a ρ centralna refleksija. Nije texko sastaviti tablicu
mno!eǌa u ovoj grupi.

◦ ε σ1 σ2 ρ
ε ε σ1 σ2 ρ

σ1 σ1 ε ρ σ2

σ2 σ2 ρ ε σ1

ρ ρ σ2 σ1 ε

Primetimo da za svaki element x ove grupe va!i: x2 = ε i da je
grupa komutativna. Kasnije &emo videti da iz prve qiǌenice sledi i
druga. Grupa V zove se i Klajnova grupa, a V dolazi od prvog slova
u nemaqkoj reqi ,,Vier”, xto znaqi ,,qetiri”.

Posmatrajmo slede&i kvadrat ’sa prilozima’.
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Slika 2. Kvadrat ’sa prilozima’.

Kvadrat je veoma simetriqna figura, ima vixe osa simetrije, no
zbog dodatnih du!i, dobijena figura ima samo rotacije oko centra
O za simetrije. Radi se naravno o rotacijama (u smeru suprotnom
od kretaǌa kazaǉke na qasovniku) za 90◦, 180◦, 270◦, kao i o rotaciji
za 0◦, koja je zapravo identiqka transformacija (ǌu uvek moramo da
imamo ako !elimo da dobijemo grupu). Ako sa ρ oznaqimo tu rotaciju
za 90◦, onda je jasno da je odgovaraju&a rotacija za 180◦ zapravo ρ◦ρ =
ρ2, rotacija za 270◦ je ρ3, dok je ρ4 rotacija za 360◦, xto je naravno
identiqka transformacija koju &emo, kao i gore, oznaqiti sa ε.

Sada mo!emo formirati i tablicu za ovu grupu.

◦ ε ρ ρ2 ρ3

ε ε ρ ρ2 ρ3

ρ ρ ρ2 ρ3 ε
ρ2 ρ2 ρ3 ε ρ
ρ3 ρ3 ε ρ ρ2

Zaxto je, na primer, ρ3 ◦ ρ2 = ρ? Imamo da je

ρ3 ◦ ρ2 = ρ5 = ρ4 ◦ ρ = ε ◦ ρ = ρ.

Jasno je da pravougaonik i ovaj kvadrat sa dodacima nisu podu-
darne figure (nisu ni sliqne), no one ipak imaju isti broj simetrija.
Ali, kompletnu informaciju o ,,simetriqnosti” nekog objekta ne mo-
!emo dobiti samo iz broja ǌegovih simetrija, jer je bitno i kako se
one komponuju, tj. bitna je sama grupa simetrija. A vidimo da se ove
grupe ipak suxtinski razlikuju. U sluqaju Klajnove grupe, kvadrat
svakog elementa jednak je neutralu, dok u drugom sluqaju imamo ele-
ment qiji kvadrat nije jednak neutralu, zapravo svaki element te
grupe je stepen elementa ρ. Grupe za koje je to sluqaj nazivaju se
cikliqne grupe i ǌima &emo se uskoro vixe pozabaviti.
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Za kraj odeǉka proverimo koja je grupa simetrija jednakostra-
niqnog trougla.

A B

C

O

p

qr

Slika 3. Osne refleksije jednakostraniqnog trougla.

Trougao ima tri ose simetrije: p, q, r i stoga imamo tri odgovaraju&e
osne refleksije σp, σq, σr. Osim ovih, trougao ima i tri rotacione
simetrije: rotacije oko centra O u smeru suprotnom kretaǌu kazaǉke
na qasovniku za uglove 0◦, 120◦ i 240◦. Naravno rotacija za ugao
od 0◦ je identiqka transformacija ε. Ako sa ρ oznaqimo navedenu
rotaciju za 120◦, onda je jasno da je tre&a rotacija zapravo ρ2. Da
bi se formirala tablica mno!eǌa (tj. Kejlijeva tablica), korisno je
znati vezu izme%u rotacija i osnih refleksija. Naime, transforma-
cija koja se dobija kao kompozicija dve osne refleksije u odnosu na
prave koje se seku je zapravo rotacija za dvostruki (orijentisani)
ugao koji te prave zaklapaju (pogledati sliku 3). Smer rotacije
naravno zavisi od poretka komponovaǌa refleksija. Stoga imamo
ρ = σq ◦ σr = σr ◦ σp = σp ◦ σq, dok je ρ2 = ρ−1 = σr ◦ σq = σp ◦ σr = σq ◦ σp.
U to se mo!emo uveriti i direktnom proverom na temenima:

A
σr%−→ C

σq%−→ B, B
σr%−→ B

σq%−→ C, C
σr%−→ A

σq%−→ A,

A
ρ%−→ B

ρ%−→ C
ρ%−→ A.

Napiximo sada tablicu mno!eǌa u ovoj grupi.

◦ ε ρ ρ2 σp σq σr

ε ε ρ ρ2 σp σq σr

ρ ρ ρ2 ε σr σp σq

ρ2 ρ2 ε ρ σq σr σp

σp σp σq σr ε ρ ρ2

σq σq σr σp ρ2 ε ρ
σr σr σp σq ρ ρ2 ε
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Vidimo da ova grupa nije komutativna (jer ǌena Kejlijeva tablica
nije simetriqna u odnosu na glavnu dijagonalu), da u ǌoj imamo tri
elementa, sem neutrala, qiji je kvadrat jednak neutralu, a i dva ele-
menta qiji je tre&i stepen jednak neutralu. Ne postoji element tako
da je svaki element neki stepen tog izabranog elementa – ova grupa
nije cikliqna.

Grupa simetrija jednakostraniqnog trougla je specijalan sluqaj
iz niza grupa, koje se nazivaju diedarske grupe i koje predstavǉaju
grupe simetrija pravilnih n-touglova. Ova grupa se oznaqava sa D3,
jer je jednakostraniqni trougao zapravo pravilni n-tougao, za n = 3.
Ovim va!nim grupama &emo se vixe pozabaviti u posebnom odeǉku.

Zadaci

1.7 Dokazati stav 1.4.

1.8 Neka je A = {(a, b) : a, b ∈ Q, a '= 0}. Dokazati da je (A, ◦) grupa,
pri qemu je ◦ zadato sa (a, b) ◦ (c, d) = (ac, bc+ d).

1.9 Dokazati da skup

M =

{[
x y
0 1/x

]
: x ∈ R \ {0}, y ∈ R

}

qini (nekomutativnu) grupu u odnosu na mno!eǌe matrica.

1.10 Dokazati da skup

G =

{[
a 0

a− b b

]
: a, b ∈ R \ {0}

}

qini grupu u odnosu na mno!eǌe matrica.

1.11 Dokazati da skup

SL2(Z) =
{[

a b
c d

]
: a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

}

qini (nekomutativnu) grupu u odnosu na mno!eǌe matrica.

1.12 Dokazati da skup

G =









2a −a −a
−a 2a −a
−a −a 2a



 : a ∈ R \ {0}






qini komutativnu grupu u odnosu na mno!eǌe matrica.
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1.13 Neka je sa Mn(R) oznaqen skup svih matrica dimenzije n × n sa
elementima iz R. Dokazati da skup

G =










a a . . . a
a a . . . a
... . . .

. . .
...

a a . . . a




: a ∈ R \ {0}





⊆ Mn(R)

qini komutativnu grupu u odnosu na mno!eǌe matrica.

1.14 Neka je sa Mn(R) oznaqen skup svih matrica dimenzije n × n sa
elementima iz R. Pretpostavimo da je G ⊆ Mn(R) takav da je G grupa
u odnosu na mno!eǌe matrica. Dokazati da su ili sve matrice iz G
singularne3 ili su sve matrice iz G nesingularne.

1.15 Neka je G = Q ∩ [0, 1). Na skupu G definisana je operacija ⊕ sa:

x⊕ y =

{
x+ y, 0 " x+ y < 1

x+ y − 1, x+ y ! 1.

Dokazati da je (G,⊕) Abelova grupa.

1.16 Neka je G =
⋃∞

n=1{z ∈ C : zn = 1}. Dokazati da G qini grupu u
odnosu na operaciju mno!eǌa kompleksnih brojeva.

1.17 Neka je c > 0 i V = (−c, c). Na skupu V definisana je operacija
⊕ sa:

v1 ⊕ v2 =
v1 + v2
1 + v1v2

c2
.

Dokazati da je (G,⊕) Abelova grupa.

1.18 Neka je za a, b ∈ R, a '= 0, funkcija fa,b : R −→ R definisana sa
fa,b(x) = ax + b. Dokazati da G = {fa,b : a, b ∈ R, a '= 0} qini grupu u
odnosu na kompoziciju funkcija.

1.19 Da li je (G, ·14) grupa, ako je: a) G = {1, 3, 5}; b) G = {1, 3, 5, 7};
v) G = {1, 9, 11, 13}; g) G = {1, 3, 5, 9, 11, 13}?

1.20 Dokazati da podskup od {1, 2, 3, . . . , 21} koji sadr!i neki paran
broj i broj 11 ne mo!e qiniti grupu u odnosu na operaciju mno!eǌa
brojeva po modulu 22.

1.21 Neka je g element grupe G. Dokazati da je G = {gx : x ∈ G} i da
za x '= y va!i gx '= gy.

1.22 Neka je G grupa qiji je nosaq skup {e, a, b, c}. Napisati Kejlijevu
tablicu ove grupe ako je poznato da je e neutral i da va!i a2 = b2 = e.

3Matrica dimenzije n× n je singularna akko je ǌen rang maǌi od n.
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|Ω((1, 2, 1, 2, 1, 2))| = 2, |Ω((2, 2, 2, 2, 2, 2))| = 1,

xto se direktno proverava (pogledati i naredni dokaz). ♣

Iskoristimo dobijene rezultate za dokaz Koxijeve teoreme.

Dokaz Koxijeve teoreme. Dakle, neka je G konaqna grupa i p prost
broj koji deli red grupe G. Treba dokazati da u G postoji element
reda p. U tu svrhu, neka je H = 〈a〉 neka cikliqna grupa reda p i

X = {(x1, x2, . . . , xp) ∈ Gp : x1x2 · · ·xp = e}.

Primetimo pre svega da je |X| = |G|p−1. Naime, x1, . . . , xp−1 mogu biti
ma koji elementi grupe G, a tada je xp = (x1 · · ·xp−1)−1. Stoga p | |X|.
Dejstvo grupe H na X zadato je sa:

a · (x1, x2, . . . , xp) := (x2, . . . , xp, x1).

Dakle, dejstvo odgovara cikliqnom permutovaǌu date p-torke. Prime-
timo da je dovoǉno zadati dejstvo generatora poxto je H cikliqna
grupa (dejstvo ostalih elemenata je jedinstveno odre%eno uslovom b)
iz definicije 1.93). Proverimo da je (x2, . . . , xp, x1) ∈ X. Ovo sledi
iz

x2 · · ·xp−1xpx1 = x2 · · ·xp−1(x1x2 · · ·xp−1)
−1x1

= x2 · · ·xp−1x
−1
p−1 · · ·x

−1
2 x−1

1 x1 = e.

Dakle, dejstvo je dobro definisano. Kako broj elemenata orbite
ma kog elementa deli red grupe H, zakǉuqujemo da je broj elemenata ma
koje orbite ili 1 ili p. Primetimo da je orbita elementa (e, e, . . . , e)
jednoqlana. Kako je X disjunktna unija razliqitih orbita, tj.

X = Ω1 / Ω2 / · · · / Ωk,

za orbite Ω1, . . . ,Ωk, i kako postoji bar jedna jednoqlana orbita za-
kǉuqujemo da mora postojati bar jox jedna takva. Naime, ukoliko je
npr. Ω1 jedina jednoqlana orbita, dobili bismo jednakost

|G|p−1 = 1 + p(k − 1).

No, ovo nije mogu&e poxto p | |G|. Neka je Ω2 = {(x1, x2, . . . , xp)} jed-
noqlana orbita razliqita od {(e, e, . . . , e)}. Tada mora biti

a · (x1, x2, . . . , xp) = (x1, x2, . . . , xp),

tj.
(x2, . . . , xp, x1) = (x1, x2, . . . , xp).

Dobijamo da je x1 = x2 = · · · = xp. Oznaqimo taj element sa g. Po
pretpostavci, g '= e, a osim toga, kako (g, g, . . . , g) ∈ X, mora biti
gp = e. Po (1.9) zakǉuqujemo da je g tra!eni element reda p. !
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Videli smo da je broj elemenata u orbiti nekog elementa jednak
indeksu stabilizatora tog elementa. Da li postoji veza izme%u sta-
bilizatora dva elementa iz iste orbite? Va!i slede&i stav.

Stav 1.104 Neka grupa G dejstvuje na skupu X. Ako su elementi x i y iz iste
orbite, onda su ǌihovi stabilizatori konjugovane podgrupe, tj. postoji
element g ∈ G takav da je Σy = gΣxg−1.

Dokaz. Po pretpostavci postoji element g ∈ G takav da je y = g · x.
Poka!imo da je

Σy = gΣx g
−1.

⊆: Neka je h ∈ Σy. Kako je y = g · x, to je g−1 · y = g−1 · (g · x) = e · x = x.
Dobijamo

(g−1hg) · x = g−1 · (h · (g · x)) = g−1 · (h · y) = g−1 · y = x.

Dakle, g−1hg ∈ Σx, pa h ∈ gΣx g−1.

⊇: Neka je h ∈ Σx. Tada je

(ghg−1) · y = g · (h · (g−1 · y)) = g · (h · x) = g · x = y.

Dakle, gΣx g−1 ⊆ Σy. !

Neka G dejstvuje na X i neka je g element iz G. Skup svih fiksnih
taqaka elementa g, u oznaci Xg zadaje se sa:

Xg := {x ∈ X : g · x = x}.

Primetimo da va!i slede&e:

x ∈ Xg ako i samo ako g ∈ Σx.

Stav 1.105 Neka G dejstvuje na X. Ako su elementi g i h konjugovani, onda
postoji bijekcija izme#u skupova Xg i Xh.

Dokaz. Neka je g = khk−1. Definiximo preslikavaǌe f : X → X sa
f(x) = k · x. Poka!imo da f uspostavǉa bijekciju izme%u Xh i Xg.

Neka je x ∈ Xh. Tada je h · x = x, pa sledi

g · f(x) = g · (k · x) = k · (h · (k−1 · (k · x)))
= k · (h · ((k−1k) · x)) = k · (h · (e · x)) = k · (h · x) = k · x = f(x).

Dakle, f
[
Xh

]
⊆ Xg. Sa druge strane, ako y ∈ Xg, tada je g · y = y, pa

kako je h = k−1gk, sledi

h · (k−1 · y) = (k−1gk) · (k−1 · y) = (k−1gkk−1) · y = k−1 · (g · y) = k−1 · y,

tj. k−1 · y ∈ Xh. Kako je f(k−1 · y) = y, sledi Xg ⊆ f
[
Xh

]
, pa f zaista

uspostavǉa tra!enu bijekciju. !

Formula koja odre%uje broj razliqitih orbita je veoma korisna u
raznim primenama. Dajemo je u okviru naredne teoreme.
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Teorema 1.106 Neka konaqna grupa G dejstvuje na konaqnom skupu X. Tada
je broj razliqitih orbita jednak broju

1

|G|
∑

g∈G

|Xg| .

Dokaz. Oznaqimo tra!eni broj razliqitih orbita sa k. Dakle,

X = Ω1 / · · · / Ωk,

gde su Ωi razliqite orbite. Posmatrajmo skup E zadat sa

E = {(g, x) ∈ G×X : g · x = x}.

Primetimo da

x ∈ Xg akko (g, x) ∈ E akko g ∈ Σx.

,,Prebroja&emo” elemente u E na dva naqina. Primetimo najpre da je

E =
⊔

g∈G

{g}×Xg.

Dakle,
|E| =

∑

g∈G

|Xg| . (1.20)

S druge strane,
E =

⊔

x∈X

Σx × {x}.

Prema tome,

|E| =
∑

x∈X

Σx =
k∑

i=1

∑

x∈Ωi

|Σx|.

Kako elementi iz iste orbite imaju konjugovane stabilizatore (po
stavu 1.104), to je |Σx| = |Σy| ukoliko su x i y u istoj orbiti. Iza-
berimo po jedan element xi iz svake od orbita Ωi. Po stavu 1.101
dobijamo

|E| =
k∑

i=1

∑

xi∈Ωi

|Σxi | =
k∑

i=1

|Ωi||Σxi | =
k∑

i=1

[G : Σxi ]|Σxi | =
k∑

i=1

|G| = k|G|.

Iz (1.20) i prethodne jednakosti sledi tra!eni rezultat. !

Za kraj navodimo dva primera primene upravo dokazane formule.

Primer 1.107 Temena kvadrata bojimo sa dve boje. Na koliko se naqina to
mo!e izvesti?
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x′y+ y′/x = 0. Nije texko proveriti da ovaj sistem ima (jedinstveno)
rexeǌe x′ = 1/x i y′ = −y (x '= 0) i va!i x′ '= 0. Dakle, A′ je inverz
matrice A.

1.10 Doka!imo prvo da je mno!eǌe matrica operacija na skupu G.
Neka je A,B ∈ G. Tada za neke a1, b1, a2, b2 ∈ R \ {0}, va!i

A =

[
a1 0

a1 − b1 b1

]
, B =

[
a2 0

a2 − b2 b2

]
,

pa je

AB =

[
a1 0

a1 − b1 b1

] [
a2 0

a2 − b2 b2

]
=

[
a1a2 0

a1a2 − b1b2 b1b2

]
.

Kako je a1a2 '= 0 i b1b2 '= 0, to je AB ∈ G.
Asocijativnost se ponovo ,,prenosi” iz M2(R), a neutral je matrica

E =

[
1 0
0 1

]
=

[
1 0

1− 1 1

]
.

Odredimo inverz matrice A =

[
a 0

a− b b

]
∈ G. Neka je to matrica

A′ =

[
a′ 0

a′ − b′ b′

]
. Tada va!i AA′ = A′A = E, tj.

[
aa′ 0

aa′ − bb′ bb′

]
=

[
a′a 0

a′a− b′b b′b

]
=

[
1 0
0 1

]
.

Izjednaqavaǌem odgovaraju&ih elemenata ovih matrica dobijamo sle-
de&e jednakosti: aa′ = a′a = 1, aa′ − bb′ = 0 i bb′ = 1, pa je a′ = 1/a i
b′ = 1/b, odnosno

A′ =

[
1/a 0

1/a− 1/b 1/a

]
∈ G

je inverz matrice A.

1.11 Primetimo da je SL2(Z) skup matrica iz M2(Z) qija je determi-
nanta jednaka 1.

Neka je A,B ∈ SL2(Z). Tada je AB ∈ M2(Z), tj. svi elementi
matrice AB su celi brojevi. Kako je po Bine-Koxijevoj teoremi
det(AB) = det(A) det(B), to je i det(AB) = 1, pa va!i AB ∈ SL2(Z).

Kao u prethodnom zadatku zakǉuqujemo da je operacija asocija-
tivna i da je ǌen neutral E (jer je E ∈ SL2(Z)).

Doka!imo i da matrica A ∈ SL2(Z) ima inverz u SL2(Z). Neka je

A =

[
a b
c d

]
. Znamo da inverz matrice, tj. A−1, mo!emo odrediti po

formuli

A−1 =
1

det(A)
adj(A),
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pa kako je det(A) = 1, to je

A−1 = adj(A) =

[
d −b
−c a

]
.

Dakle, A−1 ∈ M2(Z), pa kako je det(A−1) = da − (−b)(−c) = det(A) = 1,
zakǉuqujemo da va!i A−1 ∈ SL2(Z).

1.12 Oznaqimo Ma =




2a −a −a
−a 2a −a
−a −a 2a



 (za a ∈ R \ {0}).

Mno!eǌe matrica je operacija na G, jer za a, b ∈ R \ {0} va!i



2a −a −a
−a 2a −a
−a −a 2a








2b −b −b
−b 2b −b
−b −b 2b



 =




6ab −3ab −3ab
−3ab 6ab −3ab
−3ab −3ab 6ab



 ,

tj. Ma ·Mb = M3ab ∈ G.
Mno!eǌe matrica je asocijativna operacija na M3(R), pa i na G,

a po prethodnoj jednakosti i komutativna na G.
Neutral je matrica Me (e '= 0) takva da za sve a ∈ R \ {0} va!i

Ma ·Me = Me ·Ma = Ma.

Po prethodnom ovo va!i ako i samo ako je M3ae = M3ea = Ma. Dakle,
neutral je matrica M 1

3
.

Matrica Mb je inverz matrice Ma (za a ∈ R \ {0}) ako i samo ako je
b '= 0 i va!i

Ma ·Mb = Mb ·Ma = M 1
3
.

Kako je Ma ·Mb = Mb ·Ma = M3ab, inverz matrice Ma je matrica M 1
9a
.

Komentar. Primetimo da neutral nije jediniqna matrica, iako je ope-
racija u grupi mno!eǌe matrica. Pogledati i naredna dva zadatka.

1.13 Oznaqimo Ma =





a a . . . a
a a . . . a
... . . .

. . .
...

a a . . . a




(za a ∈ R \ {0}).

Mno!eǌe matrica je operacija na G, jer za a, b ∈ R \ {0} va!i




a a . . . a
a a . . . a
... . . .

. . .
...

a a . . . a









b b . . . b
b b . . . b
... . . .

. . .
...

b b . . . b




=





nab nab . . . nab
nab nab . . . nab
... . . .

. . .
...

nab nab . . . nab




,

tj. Ma ·Mb = Mnab ∈ G.



5.1 Grupe
153

Mno!eǌe matrica je asocijativna operacija na Mn(R), pa i na G,
a po prethodnoj jednakosti i komutativna na G.

Neutral je matrica Me (e '= 0) takva da za sve a ∈ R \ {0} va!i

Ma ·Me = Me ·Ma = Ma.

Po prethodnom ovo va!i ako i samo ako je Mnae = Mnea = Ma, pa je
neutral matrica M 1

n
.

Matrica Mb je inverz matrice Ma (za a ∈ R \ {0}) ako i samo ako je
b '= 0 i va!i

Ma ·Mb = Mb ·Ma = M 1
n
.

Kako je Ma ·Mb = Mb ·Ma = Mnab, inverz za Ma je matrica M 1
n2a

.

Komentar. Primetimo da neutral nije jediniqna matrica, iako je ope-
racija u grupi mno!eǌe matrica. Pogledati i prethodni, kao i
naredni zadatak.

1.14 Elemente grupe G oznaqava&emo malim slovima (da ih ne bismo
pomexali sa istaknutim elementima skupa Mn(R)); izme%u ostalog,
neutral grupe G &emo oznaqiti sa e.

Podsetimo se da je matrica singularna ako i samo ako je ǌena
determinanta jednaka 0. Razmotrimo sada slede&e sluqajeve.
1◦ e je singularna. Tada je det(e) = 0. Neka je a ∈ G proizvoǉno. Kako
je e neutral grupe G va!i a · e = e · a = a, pa je po Bine-Koxijevoj
teoremi

det(a) = det(a · e) = det(a) · det(e) = 0,

odnosno a je singularna, xto je i trebalo dokazati.
2◦ e je nesingularna. Tada je det(e) '= 0. Neka je a ∈ G proizvoǉno.
Dovoǉno je dokazati da det(a) '= 0. Pretpostavimo suprotno. Tada za
inverz a−1 elementa a va!i a ·a−1 = a−1 ·a = e, pa je po Bine-Koxijevoj
teoremi

det(e) = det(a · a−1) = det(a) · det(a−1) = 0,

xto je kontradikcija.

1.15 Neka je x, y ∈ G. Jasno je da je tada x⊕ y ∈ Q. Proverimo da je i
x ⊕ y ∈ [0, 1). Ako je 0 " x + y < 1, tada je x ⊕ y = x + y ∈ [0, 1); ako je
x+ y ! 1, tada je x⊕ y = x+ y − 1, pa kako je x+ y < 2 (jer je x, y < 1),
to je i u ovom sluqaju x⊕ y ∈ [0, 1). Dakle, ⊕ je operacija na G.

Doka!imo da je ⊕ asocijativna operacija (pogledati i komentar).
Neka je x, y, z ∈ G. Primetimo da u definiciji operacije ⊕ imamo
,,dva sluqaja”. To nam sugerixe da &emo i prilikom dokazivaǌa aso-
cijativnosti imati nekoliko sluqajeva, koje razlikujemo kako bismo
izraqunali (x⊕ y)⊕ z i x⊕ (y ⊕ z).
Sluqaj 1. 0 " x+ y < 1 i 0 " y + z < 1.



Dodatak II

Red proizvoda elemenata

U ovom delu pokaza&emo da za svaka tri prirodna broja m,n, r koji
su svi ve&i od 1, postoji grupa G i elementi a i b iz G takvi da je
ω(a) = m, ω(b) = n i ω(ab) = r.

Po%imo od grupe SL2(C):

SL2(C) =
{[

a b
c d

]
: a, b, c, d ∈ C, ad− bc = 1

}
.

Doka!imo najpre da je −I jedini element ove grupe koji je reda 2

(ovde I oznaqava jediniqnu matricu). Naime, ukoliko je A =

[
a b
c d

]

reda 2, onda je [
a b
c d

]
·
[
a b
c d

]
=

[
1 0
0 1

]

te dobijamo

a2 + bc = 1, ab+ bd = 0, ca+ dc = 0, cb+ d2 = 1. (II.1)

Pretpostavimo da je a+ d = 0. Tada iz jednakosti ad− bc = 1 dobijamo
a2+bc = −1, xto protivreqi prvoj jednakosti u (II.1). Dakle, a+d '= 0
i iz druge i tre&e jednakosti u (II.1) dobijamo b = c = 0. Sledi da
je a2 = d2 = 1 i ad = 1. Prema tome a = d ∈ {−1, 1}. S obzirom da je
A reda 2, dakle, A '= I, dobijamo da je A = −I, xto smo i !eleli da
doka!emo.

Neka su sada u, v, w elementi iz C \ {0} redom redova 2m, 2n, 2r.
Posmatrajmo matrice

A =

[
u 1
0 u−1

]
, B =

[
v 0
t v−1

]
,
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