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IIpenrosop

OsBaj yubenur Ga3upaH je Ha mpemaBamuMa u BexkbDaMa Koje Cy ayTo-
pu BUIe roauHa Opskayu u3 npenmera Asrebpa, m kacuuje Anrebpa 1,
y 4eTBpTOM ceMmecTpy cTymuja cmepa HMubpopmarmka mHa Maremaruyuxkom
darynrery. OcHOBHe anrebapcke CTPYKType Koje ce oBue obpabyjy, meme-
Hujama ce Ha MareMaTwykoM (aKyJITeTy M3ydaBajy Ha I[€JIOTO0IUIIHEM
Kypcy y OkBUpY cMepa MaremaTtuka, a MOCIEIHUX NeCeTaK TOAUHA Y IBA
jemnocemectpaJsina Kypca. Vmajyhu To y Buny, a u nocebue morpebe cry-
nenata VIHQopMaTrKe, HEMITO OJ Ba)KHOI MaTepHUjasa je MOpajo na Oyne
M30CTABJHEHO, AJIM C€ WUIAK BOAWJIO pPAadYyHa O TOME Oa Ce HAjOCHOBHUjU
pPe3yiTaTu U KOHCTPYKIUje UIaK o0pae.

I"'naBHM meo TekcTa KmUTe MONEJLEH je y IeT noraasiba. IIpBo mornasiwe
je mocBeheno ocuoBama Teopuje rpyma. 1y cy obpabhene cBe 0oCHOBHE T€O-
peme, aJu HEKM O] HAIpemHujux canp:kaja nomyT CHUIOBHEBUX Teopema,
nyOJber MCIMTUBAKA IPyla MaJOr pena, PEeUIMBUX I'PYIa, je WIaK MOPAJOo
OuTu M30CcTaB/LEHO. Y IPYTOM MOIJIABJY, KOje je mocBeleHo KOHauHO reHe-
pucanuMm AGesoBUM Ipynama, MaTepujat je crammapiaHo obpaben, ocum
mTO je M30CTaBJ/bEH NOKA3 jeQWHCTBEHOCTH HOPMAJIHE POopMe, aju je ne-
Ta/sHO 0O0paben meron Kako ce mo oBe popme monazu. 1pehe mornasme je
nocBeheHo ocHOBaMa TeOpHje KOMYTATUBHUX NPCTEHA CA jEIWHUIIOM, Al
ce HUje yna3uiao ayospe y Teopujy umaeasna. Kopucrehm umeane y npcrery
7 noka3zaHa je Kunecka Teopema o ocramyMa, a Ha CaMOM Kpajy je IUCKY-
TOBAaHA U MYJITUIMIMKATUBHA IPYIa KOHAYHOL [I0Jha CA MOCEOHNUM HATIACKOM
Ha TPUMEHY y eJeMeHTapHOj Teopuju OpojeBa. UYerBpTo morsiasime je
nocseheno pamwmpemuma moma. OBape je mara crammapaHa Kpomekeposa
KOHCTPYKIMja, MIYCTPOBaHA HA OCHOBHUM HPUMEPUMA, & MPUKA3AHA je U
KOHCTPYKIja KOHAYHUX IOJba IITO je MOCEOHO BasKHO 3a CTYIEHTE CMepa
Nudpopmarura. Kako ce y okBupy Kmure mojaBibyje u HeMaau Opoj 3a-
[aTaka, MeTO IMOrJIaBJ/be je MOCBeNeHO NeTa/bHOM PENIeHY CBUX 3a0aTaKa.

ITocne pemema 3amataka mata cy u derrpu (KpaTka) monartka. IIpsu
IpencTaB/ba MPENU3Hy KOHCTPYKUM]Y IPCTEHA ITOJWHOMA, €YKINICKOL Je-
Jberba, Ka0 1 EyKIMIOBOT ajropruTMa 3a IPCTEH MOJMHOMA HAI IMOJbEM, Ca
KOjUM Cce CTyHeHTu cpely um paHuje, anum unax 0e3 IpaBe MaTEMATUYKE
roHcTpyknuje. Ocrasa Tpu HOJATKA Ce TUUY HEKUX NOTATHUX MUTAMA U
HaMeHeHa Cy, IIPe CBera, 3HATWKELHUJUM CTYACHTUMA.
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IIpenopyka je ayropa oBe KHUIe UMTAONUMA Oa MTAKHUBO IPODY Kpo3
TEKCT IIpe Hero ITo ce Io3abaBe 3aJaluMa U [a CBAKAKO HAjIpe HOKYIIAjy
Ia 3aJaTKe pelle caMy, a He Jna onMax rienajy pemema. To je modpo
MPOBEPEH HAUMH Aa OJ MaTePUjaia KOJUM PACIOoJaKeTe CTEKHETe HajBUIIE
ropuctu. AnreGpa je cmenm$uyaa IO TOME IITO Ce 3aTAIM HE DA3IUKY]Y
OuTHO Om Teopwuje, ma BaM A0OPO pasyMmeBame Teopuje omoryhyje ma u
3a1aTKe yCIEIHO YPaIuTe y3 Majo TPYIA.

3a kpaj, ayTopH! sKejle na M3pa3e 3aXBAJHOCT PEIEeH3eHTHMa Ip 30-
pany IlynamoBuhy, Bampemuom mnpodecopy I'pabesmucror ¢dakynrera y
Beorpany u ap Tawmu Crojamumosuh, momenty MaremaTwuror dakryJii-
Teta y Beorpany, Ha Hu3y BeoMa KOPUCHUX CYTeCTUja KOje Cy OaJu U
3axBasbyjyhu udmjeMm 3aJjaramy y OBOj KIU3M MMa 3HAYAJHO MAE IITaM-
MapCKUX, Ia U IPYTUX T'Pellaka Hero mro Ou mHade O6wio. A cBakako, 3a
CBe IIpeocTaJie I'PemKe, OATOBOPHOCT Ipey3uMajy ayTopu Ha cebe.

Y Beorpany, centembpa 2021. Ayrtopu
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3a emement ara~ ! kakemo ma je KOHJYTOBAH emementy z. Ca oBUM

IOjMOM KacHUje NeMo ce 4ecTo CpeTaTu.
Crenen exemenTa z”* MOke ce HepuUHUCATU U 3a HETATUBHE M:

—n

x "= (x

_1)", 3an > 1.

Hapasuo, akxo je n = 0 ysumamo z° = e. Momke ce OOKa3aTu da OBAKO
nepuHuCcaHa creneHa ¢yukuumja (y rpymm) uma cienelie ocobune (morue-
matu 3amaTtak 1.7).

CraB 1.4 Heka je G rpyna, x € G u m,n € Z. Taja Baxu:

Konauna rpyma G Moske ce 3aJaTy HEHOM TabIUIOM MHOMKEHA, T3B.
KEJJIMJEBOM TABJULOM. OBy TabJuuily 3amajeMO TAKO IITO BPCTE U KOJIOHE
03HAYMMO €JIEMEHTUMa I'DYyIe, a 3aTUM Yy IPECEKy BPCTE O3HAYEHE Ca a4 U
KOJIOHE O3HaueHe ca b 3amucyjemo eixeMmeHT ab. Y HACTABKY OBOT IIOTJIABJbA
nahemo KejnujeBe Tabiaume 3a HEKOJIMKO IpyIma.

Hanomena. KejnujeBy rabauniy 3anpaBo MoxkeMO (pOPMUDPATH 33 CBaKy Oun-
HADHY Ollepalujy 3a4aTy Ha HEKOM KOHAUYHOM CKymy (mro hemo u unHMTH
y HEKOJIMKO 3aaTaKa).

IIpebumo cama Ha mpumepe rpymna.

I'pyne ¢popmupane on 6pojeBa

IIpBu m HajjemHocTaBHUju IpuUMepH I'pyna Cy Ipyle Koje ¢opmupajy
6pojesu. To cy rpyme (Z,4+), (Q,+), (R,+), (C,+), a rakobe n (Q\ {0}, ),
(Qt, ), (R\{0},-), (RT,"), xao u (C\{0},-). Hapasmro, oBze cy + u - yobuua-
jeHe onepanuje cabupama U MHOKeHma 6pojesa, nok cy ca QT (ommocno RT)
O3HAYEHU CBU [MO3UTUBHU PANUOHAIHU (OXHOCHO peaJiHu) GpOjeBu.

Hemro cnoxkenuju je caenehu mpumep. Heka je n > 2 mpuponman 6poj.
ITocmaTpajMo CKyIl CBUX N-TUX KOPEHA U3 jeIUHUIIE:

C,={z€C:z"=1}.

I[TonceTrmMo ce KpaTKO TPUTOHOMETPUCKOT OOJIMKA KOMIIEKCHUX OpojeBa.
Ykouuko z = a+bi € C\{0}, a,b € R, ouna ce on Mo:xe HAIUCATU y OBIUKY

z = |z|(cos 6 + isin ),

npu ueMmy je |z| = va?+ b? Monyn kommiercHOr 6poja, MOK je O meros
apryMeHT 1 OH je jemmHcTBeHO onpeben 3axresoMm ma 6 € [0,27). Yroauko
je m w € C\ {0}, mera mokemo Takobe 3ammcaru y TPUTOHOMETDU)CKOM
foleRinzin's

w = |w|(cos ¢ + isin @),
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rae ¢ € [0,27). Tana je

z-w = |z|]|lw|(cosf + isinf)(cos ¢ + isin @)
= |z||w|((cos O cos ¢ — sin O sin @) + i(sin 6 cos ¢ + cos O sin ¢))
= Jellwl(cos(® + ¢) +isin(6 + 9)).

Hapasuo, moske ce necutu na je 0+ ¢ > 27, 10 je cacBuUM y peny, GOpMyIa
je Tauna. Tarxobe (mpucermmo ce Myaspose popmyire?):

2" =z|"(cos @ + isin0)" = |z|" (cos n + i sin nh).

Ykouuko je |z| = 1, ouga je z = cosf + isinf, 3a mexo 0. IoceGuo, caku
exement u3z C,, je oBor obmuka (momro je z" = 1, To je um |2|" = 1, Te
je |z| = 1). Ioraxumo na je (C,,-) jenna komyraTuBHa rpyna (nakie
rpyna y KOjoj eJeMeHTH KOMYyTHpPajy). 3HAMO Ja je Onepaunja MHOKEHA
KOMIIJIEKCHUX OpOjeBa W acolujaTWUBHA U KOMyTaTwBHA. Takobe, Kako je
1™ =1, 1 € C,. Ocraje camo nma ce npoBepu na cBaku enement uz C,
uma uHBep3 koju takobhe mpumnana C,. Ho, ako je z = cosf + isinf € C,,
ouza je 2" = cosnf +isinnf = 1. Cremu 1 = 2" = 2" 1z = 22"~ !, ma je
27l =271 =cos(n—1)f +isin(n— 1) = 1. Y3 1o, (2" H" = (z")"" 1 =1,
ma je 27! =2""1 € C,, mTo je u Tpebaso moxazaTu. KOHAUHO, MOKEMO Ce
3aIITaTH YeMy je jelHaK apryMeHT mHBep3a z 1. Ao je §# =0, Tj. z =1,
taza je z~! =1, Tj. apryment 6poja 2z~ ! je rakobe 0. Hexra je mame 6 > 0.
Kako Basku

(cos B + isin @) (cos(2m — 0) + isin(27 — 0)) = cos(2w) + isin(27) = 1,

U3 jeIMHCTBEHOCTH WHBEp3a ciemu na je z 1 = cos(2m — 6) + isin(27 — 6),
ma je apryment 6poja z~! jemmax 27 — 0 (jep je 27 — 0 € (0,27)).
Komauno, pasmorpumo cayuaj n = 4. Huje temko yrBpauTu ma je
Cy ={1,-1,4,—i}, a OBy rpyIy MOMKEMO HPEACTABUTH HeHOM KejnujeBom
TabIUIIOM.
1 -1 T —1
1 1 -1 i —1
-1 -1 1 —i )
i ¢ —1 —1
—i | —1 ) 1 -1

I'pyne dopmMmupane on dujermuja

HapaBuo ma mojam rpyme Huje yBemen 300r rpymna Koje umHe OpojeBu.
Pazmorpumo caenehu npumep. I[locmarpa ce menmpasam ckyn X u cBe
Oujernuje ckyna X y camor cebe. CKymn cBUX TuX OuWjerunuja, y3 omepaiujy

20Ba popmynTa ce MOM¥eE MOKA3ATH MPUMEHOM MATEMATHYKE WHAYKIM]e U TPETXOTHE
¢popMye 3a MHO¥EH € KOMILJIEKCHUX OpojeBa.
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KOMITO3UNUje MPECINKaBabha, YMHU IPyImy [MEPMYTAIUIA ckyna X. OBoj
rpynu he 6utu nmocBehen moceban omesmak, a My hemMo ce oBae mo3aba-
BUTU HEKVM jeTHOCTABHUM IPUMEPUMA T'Pyla KOje YMHE CUMETPUje HEKUX
reoMeTpujcKux objerara.

ITocmaTpajMo HEeKM MPaBOYraoOHUK, KOjU HUjE KBAApaT.

CinkA 1. Ocue peduiekcuje TpaBOyraoHUKA.

CeMm mmeHTMYHe TpaHChoOpMaNMje, OBaj MPABOYTaOHWK MMa, jOII CaMO
Tpu cuMeTrpuje: ABe ocHe pediercuje (y OXHOCY HA OCe KOje Cy CuMe-
TpaJie HaCIPAMHUX CTPaHWNA) U jenHy neHTpaJtHy pediercujy (y omHoCcy
HA [eHTap IpaBoyraoHuka, Tj. tauky O). JacHO je ma koMmosumuja Te
nBe ocHe peduiekcuje maje meHTpaJsHy pediaeknujy. O3HAUMMO OBY TPYILY
U HmeHe eJIeMEHTEe Cca

V= {67017 02ap}7

e je ca € O3HaUeHA UIOEHTUYKA TpaHCPOopMaluja paBHU, 01 U 02 CY OCHE
pediexcuje, a p nerpayHa pediercuja. Huje Temro cacraButu tabauiy
MHOMKEHa Y OBOj I'PYIMN.

o ‘ 9 g1 02 P
e g o1 02 1%
o1 | 01 3 P g9
02 | 02 P 9 g1
P 1% g9 01 9

HpI/IMeTI/IMO Aa 3a CBAaKU €JIEMEHT I OB€ I'DYyIle BarKWU: I2 = & u na je

rpyna koMmyratuBHa. RacHuje hemo BumeTu na u3 NpBe YUHEHUIE CIEIN U
npyra. I'pyma V' 3oBe ce u Kiajuosa rpyma, a V' momasu ox mpBor ciaoBa
y HEMAYKO] peun , Vier’, mTo 3HaAYU ,,YeTUPU .

ITocmarpajmo caenehum kBampar ’'ca mpuimo3uMma’.
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CnukA 2. KBaapar 'ca mpunosuma’.

Keanpar je Beoma cumerpuyHa Gurypa, nMa BUIIE O0CA CUMETPHUje, HO
300r momaTHUX OyEHU, MOOUWjeHa ¢Urypa mMa CcaMo POTAIje OKO IEHTPA
O 3a cumerpuje. Pamu ce mapaBHo o porauujama (y cMepy CyIpPOTHOM
OJl KpeTama Kasasjbke Ha yacoBHUMKY) 3a 90°, 180°, 270°, kao u o poranuju
3a 0°, Koja je 3ampaBo UICHTUUYKA TpaHchopmaimja (BbYy YBEK MOPAMO Oa
MMaMO aKO JKeJIUMO Ia Ho0ujeMo rpymy). AKO ca p 03HAYUMO Ty POTalujy
3a 90°, onma je jacuo ma je omroeapajyha poramuja 3a 180° 3anpaso pop =
p?, porammja 3a 270° je p, mok je p* porammja 3a 360°, mTO je HApaBHO
UIeHTUYKa TpaHchopMmanyrja kojy hemo, kao u rope, 03HAYUTU Ca €.

Cana moskeMo GpopMuparu u TabIuIy 3a OBY IDYILY.

ole p p* p
ele p p* P
plp p° P e
L A
PPl e p PP
3amTo je, Ha mpumep, p° o p? = p? Wmamo mxa je
3 2 5

pPop’=p°=plop=cop=np.

JacHo je ma mpaBOyraoHMK M OBaj KBaApaT ca JOJAIMa HUCY IOIY-
napue ¢urype (HUCY HU CIUYHE), HO OHE UIAK UMajy UCTU OPOj CUMETPU)a.
Ay, KOMIUIETHY MH(GOPMAIU]y O , CUMETPUYHOCTU HEKOr 00jeKTa He MO-
sKeMo nobuTu camMo u3 Opoja mEeroBUxX CUMETpHja, jep je OUTHO M Kako ce
OHE KOMIIOHY]y, Tj. OuTHa je cama I'PYIIA cumeTpuja. A BuIuMO na ce oBe
rpyme umax CyIMTUHCKU Pa3iukyjy. ¥ caydajy Kaajaose rpyme, kBaapat
CBAKOT €JIEMEHTa jelHaK je HeyTpaJy, OOK Yy APYIOM CiIydajy MMaMo eJjie-
MEHT 4YMju KBaApaT HUje jeqHAK HEyTpaJy, 3alIpaBO CBAKM €JIEMEHT Te
I'pyIe je CTemeH eJeMeHTa p. l'pyme 3a Koje je TO ciaydaj Ha3WBajy ce
LUKJINYHE TPYIeE U BUMa NeMo ce yCKOPO Buile 1mo3adbaBuTu.
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3a Kpaj omesbka IPOBEPHMMO KOja je Irpylna CUMETPUja jeIHAKOCTPa-
HUYHOI TPOYTJIA.

CaukA 3. Ocue peduiekcuje jeJHAKOCTPAHUYHOT TPOYTJIA.

Tpoyrao uma Tpu oce cumerpuje: p, ¢, ¥ 1 CTOra UMaMo Tpu oarosapajyhe
ocHe pe¢uekcuje 0,, 0q, 0. OcuM OBUX, TPOYrao MMa M TPU POTAIMOHE
cuMmerpuje: poraiuje oko neHrpa O y cMepy CYIPOTHOM KpeTamy Ka3aJbKe
Ha yacoBHuUKy 3a yriuose 0°, 120° m 240°. Hapasuo poramuja 3a yrao
on 0° je mmenTmura TpaHchopmamuja €. AKO ca p O3HAUMMO HABEICHY
poranujy 3a 120°, ouza je jacmo ma je Tpeha poramnmja 3ampaso p?. Ila
6u ce popmupasia tabanna MEO:KeHa (1j. Kejnnjesa Tabauna), KopucHo je
3HaTu Besy m3MmeDy poramumja u ocHux peduiercuja. Hanme, Tpancdopma-
nzja Koja ce nobrja Kao KOMIO3UWIUja ABE OCHE pedieKcHje y OTHOCY Ha
mpaBe KOje Ce CeKy je 3alpaBO pOoTauuja 3a JBOCTPYKUA (OPUjEHTUCAHMU)
yrao Koju Te mpase 3akiaamnajy (morsmematu cawmky 3). Cwmep poramuje
HapaBHO 3aBUCHU OJ[ IMOPETKAa KOMIIOHOBama pediekcuja. Crora mmamo
p=0,00,=0,00,=0,00, IOk je p>=p !t =0,00,=0,00, =0,00,.
Y TO ce MOKEMO YyBEPUTU U AUPEKTHOM IIPOBEPOM HA TEMEHUMA!

A 0% B, By BYL 0, CY2n AVS A,
Al BYS 0V AL

Hamumwumo cama Tabauy MHOKEHA ¥ OBOj TPYIH.

ol e p p? o, o4 O
ele p p? op of o
plp PP e or o oy
PPl p: e p o4 o Oy

op|lop o Op € p p

or|or 0p O p p° €
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Bumumo na oBa rpyna muje komyTtatuBHa (jep meHa KejnujeBa Tabauma
HUje CUMETPUYHA Yy OQHOCY Ha IJIABHY AUjarOHAJNY), A& Y HOj UMaMO TPU
eJIeMEHTa, CEM HEyTpaJia, YMju je KBaApaT jeIHAaK HEeyTpaJy, a U JBa eJe-
MeHTa yuju je Tpehu cremen jemmak meyrpasy. He mocrToju ememenT Tako
Ia je CBaKU eJIEMEHT HEKM CTEIleH TOTI M3abpaHOor ejleMeHTa — OBa Ipyla
HUj€ IMUKINYIHA.

I'pyma cumerpuja jeIHAKOCTPAHUYHOD TPOYTJIA j€ CIeIrjasIaH CIyYaj
u3 HU3a I'pyla, Koje ce Ha3uBajy AUEJNAPCKE Ipylie M KOje IPEeICTaBIbajy
rpyme cuMeTpuja npaBuiaHux n-royriaosa. OBa rpyma ce o3naudaBa ca Ds,
jep je jemHAKOCTpaAHWYHU TPOYTrao 3alIpaBO IPABUJIHU N-TOYTao, 3a n = 3.
OBuM BasKHUM T'pyIaMa NeMo ce BUIle m03abaBUTH Yy TOCEOHOM ONEJBKY.

3anamu
1.7 Ilorkaszaru cras 1.4.

1.8 Heka je A = {(a,b) : a,b € Q, a # 0}. INorasatu na je (A,o) rpymna,
npu uemy je o 3amato ca (a,b)o (¢,d) = (ac,bc+ d).

1.9 Jlokaszatu ma CKyn

M:Hg 1%

yrHU (HEKOMYTATUBHY ) IPYNy y OAHOCY HA MHOMKEHE MaTPULA.

:xER\{O},yER}

1.10 JoxkazaTtu na CKym

G_{[aib 2] :aJ;eR\{O}}

YMHU IPYIY Yy OOHOCY Ha MHOXKEHE€ MaTpPUIA.

1.11 ITora3zaTtu ma CKyIl

Cc

SLQ(Z):{|: ¢ Z] s a,bc,deZ, ad—bc=1}

unHM (HEKOMYTATUBHY) TPYIY y OJHOCY HA MHOMKEHE€ MATPUIA.

1.12 JlorazaTu ma CKym

20 —a —a
G= —a 2a —a | :a€eR\{0}
—a —a 2a

YUHU KOMYTATUBHY I'PDYIY y OJHOCY Ha MHOKEHE MaTpHUIla.
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1.13 Hexa je ca M,(R) o3HaueH CKyn CBUX MaTpUIA AUMEH3Uje N X N Ca
enementuma u3 R. IlokasaTu ma CKym

a a a
a a a

G={1 . ] raeRr\{0} S € ML(R)
a a a

UVHM KOMYTAaTUBHY I'DYIIY y OOJHOCY Ha MHOKEHE MaTpHUIaA.

1.14 Hexka je ca M,(R) o3HaueH CKyn CBUX MATpWUIA AUMEH3Uje N X N Ca
enementuma u3 R. IIpermocrasumo na je G C M, (R) rakas na je G rpyna
y OOHOCY Ha MHOKeme marpuna. Jlokasarm na cy miam cse marpune uz G
currysnapue® unu cy cse Matpune u3 G HECHHTYJapHe.

1.15 Hera je G=QN[0,1). Ha ckyny G mepunucana je omepamnmja & ca:

. rz+y, 0<z+y<l1
x@y—{ z+y—1, z+y>1.

Iokazatu na je (G,®) AbGenosa rpyna.

1.16 Hera je G = J,—,{z € C : 2" = 1}. Ilokaszatu na G uunm rpymy y
OHOCY Ha ONEepAaIrjy MHOKEHa KOMILUIEKCHUX OpojeBa.

1.17 Hera je ¢ >0 u V = (—¢,c). Ha ckyny V nedunucana je onepauuja
©® ca:
V1 + V2

1+ 252

c2

v Qv =
Iokazatu na je (G,®) AbGenosa rpyna.

1.18 Hexka je 3a a,b € R, a # 0, ¢dynxmuja f,, : R — R nedurncana ca
fap(x) = ax +b. Horazatum na G = {f,p : a,b € R, a # 0} unsm rpyny y
OIHOCY Ha KOMIO3MNN]y (yHKIWja.

1.19 Ha su je (G,-14) rpyma, axo je: a) G = {1,3,5}; 6) G = {1,3,5,7};
B) G ={1,0,11,13}; r) G = {1,3,5,9,11,13}?

1.20 Horaszatu ma monackyn ox {1,2,3,...,21} Koju canp:u HeKM mapan
6poj n 6poj 11 He MOke YMHUTH I'PYIY y ONHOCY Ha OLEPANNjy MHONKEHA
OpojeBa mo Mmomyiry 22.

1.21 Hexa je g eaementr rpyne G. Ilokazatu na je G = {gz : z € G} u na
3a X # Y BaxKU gT # gy.

1.22 Hexa je G rpyna uuju je HOCau crym {e, a, b, ct. Hamucarn Kejmujesy
TabIuIy OoBe rpyIle ako je IMO3HATO 42 je e HeyTpaJ 1 na Baxu a’ = b’ = e.

SMarpuna AuMeH3Uje N X N je CUHIyJapHa aKKO je HeH PAaHr Mamd O M.
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9((1,2,1,2,1,2))[ =2, [©((2,2,2,2,2,2))| = 1,
IITO Ce€ MMPEKTHO IIpOoBEpaBa (HOFJ’IeILaTH 1 HapeIHU ﬂORa3). *

Wckopuctumo mobujene pesyiarare 3a O0Ka3 RomwujeBe Teopeme.

Iloka3 KomujeBe Teopeme. [lakine, Heka je G KOHAYHA Ipyma W p IPOCT
6poj roju menu pen rpyne G. Tpeba morazatu ma y G mOCTOju €JIEeMEHT
pema p. Y Ty CBpXy, HeKa je H = (a) HeKa NUKIWYHA TPyIa pela p u

X ={(z1,22,...,2p) € GP : ;122 -- - T, = €}.

[pumerumo npe csera na je |X| = |G|P~!. Hauwme, z1,...,2,_1 MOry GuTn
Ma Koju enementu rpyne G, a tana je x, = (z1---xp_1)"'. Crora p | |X]|.
IejctBo rpyne H na X 3amarto je ca:

a-(x1,22,...,%p) == (T2,...,Zp, T1).

Iakne, nejcTBO 0ArOBapa MUKINYHOM MEPMyTOBaKY AaTe p-Topke. [Ipume-
TUMO Oa jeé MOBOJLHO 3aJaTU NEejCTBO IeHepaTopa MmomTo je H IuKImdHa
rpyna (IejcTBO OCTaiuX ejleMeHaTa je jeanHcTBeHO oxpebeno ycaosom 6)
n3 nepurunuje 1.93). IIposepumo na je (z2,...,%p,21) € X. OBo caenu
u3

_ -1
Lo Tp_1TpZ1 = T Tp_1(T1T2 -+ Tp—1) "T1

p—1"

To Ty 1T ~~:c2_1x1_1:£1 =e.

Ilakne, nejcrBo je mobpo medpmurucano. Kakro 6poj ememenara opbute
Ma KOT eJleMeHTa nenu pen rpyne H, 3akmpydyjeMo na je 6poj esemeHaTa mMa
Koje opbure unu 1 uiau p. IIpumernmo ma je opGura enementa (e e, ..., e)
jemaounana. Kako je X mucjyHKTHa yHUja paziudyuTUX opbuTa, Tj.

X=0,UQU-- U,

3a opbure Qq,...,Q, 1 Kako mocroju Gap jenaHa jemHoudsaHa OopOUTa 3a-
KDYUYjEMO ma MOopa mocTojatu Oap jom jemna TakBa. Hawme, YKOIUKO je
Hrp. () jenuHa jenHounana opbuTa, MOOMIM OUCMO jemIHAKOCT

IGIP~t =14 p(k —1).

Ho, oBo muje moryhe momro p | |G|. Hera je Qo = {(z1,22,...,2p)} jen-
HounaHa opbura pasmuuura ox {(e,e,...,e)}. Tana mopa Gurn
a-(x1,22,...,2p) = (1,22, ..., Tp),
Tj.
(x2,...,xp,x1) = (21, 22,...,Tp).
Hobujamo ma je 1 = 3 = -+ = xp. O3HaumMo Taj enmement ca g. Ilo
OpEeTHOCTaBNM, ¢ # e, a ocuM Tora, Kako (g,d,...,9) € X, mMopa Gutu

gP =e. Ilo (1.9) 3akmyuyjeMo ma je g TPAMKEHU €JIEMEHT pela p. ]
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Bumenu cmo ma je 6poj ememenara y opOUTM HEKOT eJE€MEHTA jeTHAK
WHIEKCY crabmuami3aropa Tor emementa. lla sm mocroju Be3a m3meby cra-
Ounu3aTopa OBa ejneMeHTa u3 ucre opoure? Basxu cnemehu cras.

Cras 1.104 Heka rpyna G gejcteyje Ha ckyny X. AKO Cy eNleMeHTU T 1 iy U3 UCTe

opbuTe, OHAA Cy HUMXOBU CTabunusatopy KOHJYTOBAHE noArpyne, Tj. nocToju

enemeHT g € G Takas fAa je ¥, = gX,g L.

Ilokas. Ilo mpermocraBiu moctoju edement g € (G TakaB ma je y = ¢ - T.

ITokasxkumo ma je

2y = gzxg_l-

1

C: Hera je heX,. Kako jey=g-z,10je gl -y=9g 1 - (g-2)=ec-z=u.

ITo6ujamo
(97 thg) - a=g" - (h-(g-2)=g"(h-y)=g" y=u
Hakne, g thge X, ma he€ g, g '.
D: Hexka je h € ¥,. Tana je
(ghg™") y=g-(h- (g7 -y)=g-(h-x)=g-z=y.
Iakne, g¥, g ' C5,. O

Hera G nejcrByje na X u Heka je g enement u3 G. Ckyn ¢BUX (UKCHUX
Tavaka ejeMeHTa ¢, y o3Hanu XY 3amaje ce ca:

XV={zeX:g-x=uxa}
IIpumerumo ma Basku caenehe:
x € X9 arko m caMo aKo g € X,.

Cras 1.105 Heka G pejcteyje Ha X. AKO cy eniemMeHTn g 1 h KOHjyroBaHu, oHAa
nocToju 6ujekumja nusmebhy ckynosa X9 u X"

Ilokas. Hexka je g = khk~!. Ie¢unummmo npeciukasame f: X — X ca
f(z) = k- 2. Hokaxumo na f ycmocrasma oujexnujy mameby X" m X9,
Heka je x € X". Tana je h-x = x, ma caemn

g f@)=g-(k-2)=k-(h- (k7" (k-x)))
=k-(h-(k7'k)-2)=k-(h-(e-x))=k-(h-x) =k -z = f(z).

Hakme, f [Xh] C X9. Ca mpyre crpane, ako y € X9, rana je g-y = y, na
Kako je h = k™ 'gk, cmemn

he (k7 y) = (k™ gk) - (k™ y) = (K gkk™") -y = k™" (g-y) =k~ -y,

tj. k=1 y € X" Kako je f(k='-y) =y, crenu X9 C f [Xh}, ma [ 3amcra
YCIOCTABJba TPaKEHY OMjernujy. O

Popmyia koja ompebhyje 6poj pasauunTux opbuTa je BeoMa KOPUCHA Yy
pasuuM nprMeHama. JlajeMo je y OKBUDY HapeIHE TeopeMe.
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Teopema 1.106 Heka koHauHa rpyna G AejcTByje Ha koHauHom ckyny X. Tapa
je 6poj paznuumntnx opbuTa jegHak 6pojy

1
@ Z |X9|.
geG

Hoka3. Os3naunmo TpaskeHu 6poj paznuuntux opbura ca k. Ilakie,
X=Q U UQy,
rae cy §; pasauuure opbure. Ilocmarpajmo ckyn E 3amar ca
E={(g,r) eGxX:g-x =z}
[Tpumerumo ma
x € X9 arko (g,2) € E arko g € 2.

,IIpebpojahemo” emnemente y E Ha mBa HauumHa. [IpuMmermmo Hajupe na je

E= |_|{g}><X9.

geG

Iakie,

Bl =) |Xx9]. (1.20)

geG

C mpyre crpase,

E= || % x{a}.

zeX
I[Ipema Towme,
k
Bl=2 % =3 > %l
zeX i=1zeQ;

Kako enemenTtu m3 mucre opbure mMmajy KoHjyrosaHe crabummsartope (mo
craBy 1.104), To je |¥;| = |X,| yromuro cy x u y y ucroj opburu. Uza-
Oepumo 1O jemaH esieMeHT T; n3 cBake ox opbura (2;. Ilo crasy 1.101
nobujamo

k k k k
El=) " Y [Zal =) I9lSe,] =) [G: S0 ]I80] = Y |Gl = K[G.
i=1 z,€Q; i=1 i=1 i=1

N3 (1.20) u npeTxonHe jeIHAKOCTU CIIEAU TPAKEHU PE3yJITAT. |
3a Kpaj HABOAMMO [Ba IPUMepa IPUMEHe YIPaBo JOKa3aHe (popMyJie.

ITpumep 1.107 TemeHa kBagpaTta 6ojumo ca Age 6oje. Ha konnko ce HaumHa TO
MOXe 13BeCTU?
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2'y+y'/r = 0. Huje Temko nposepuru ma oBaj cucteM nMa (je IMHCTBEHO)
pememe ' = 1/x uy' = —y (z # 0) u Baskn 2’ # 0. Harne, A’ je uasep3s
marpuie A.

1.10 okasxkmMo NpPBO Oa je MHOMKEH.e MaTpuia omneparnuja Ha ckymy G.
Hexka je A, B € G. Tana 3a Heke ay,by,a2,bs € R\ {0}, Baskn

. aq 0 o as 0
A|:a1—b1 b1:|7 B|:a2—b2 b2:|7

na je

. ay 0 as 0| alas 0
AB_[albl bl:||:agbg b2:|_|:a1a2b1b2 b162:|.

Kaxko je ajas # 0 u biby # 0, 10 je AB € G.
AcomujatusaocT ce moHoBO ,,nperocu’ u3z Ms(R), a meyTpas je maTpuna

1 0 1 0
E‘{o 1]_{1—1 1]'
a 0
a—b b
] Tana Bau AA' = A’/A = FE, Tj.

Oapenumo nuBep3 matpuie A = [ } € G. Heka je To marpuma

a’ 0
a—-b v

aa’ 0 | aa 0| |10
aa’ —bb bY | | ala=bb b | |0 1 |°

W3jennavaBamem oarosapajyhux eiemenara OBUX MaTpuna nobujaMo cie-
nehe jemmakoctu: aa’ = a'a =1, ad’ —bY =0u bbb =1, ma jead =1/amn
b =1/b, omOCHO

s [ 1/a

0
1/a—1/b 1/a

A =

} G
je muBep3 Marpuie A.

1.11 IIpumerumo na je SLo(Z) crkyn marpuna uz My(Z) uuja je merepmu-
HaHTa jemHaka 1.

Hera je A,B € SLy(Z). Tama je AB € Ms(Z), Tj. cBu eneMenTH
marpune AB cy memu GpojeBu. Kako je mo Bume-Komujesoj teopemu
det(AB) = det(A) det(B), To je u det(AB) =1, na Baxu AB € SLy(Z).

Kao y mperxomHoM 3amaTKy 3akbydyjeMo Oa je omepalnuja acoluja-
TUBHA U Ia je meH Heyrpaua E (jep je E € SLy(Z)).

Ioxraxumo n na marpuna A € SLy(Z) uma unsep3 y SLo(Z). Hera je

a b . —1
A= c dl 3HaMo na mHBep3 Mmarpuie, Tj. A7, MOKeMO oApeauTHu o

bopMy I
1

-1 _
AT = det(A)

adj(A),
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na kako je det(A) =1, To je

A1 = adj(4) = [ d —b ] .

—c a
Haxne, A™1 € My(Z), na xaxo je det(A™1) = da — (=b)(—c) = det(A) = 1,
3armyayjemo na sawu A~ € SLy(Z).

20 —a -—a
1.12 Osmauumo M, = | —a 2a¢ —a | (3aa € R\ {0}).

—a —a 2a

Muo:kxeme Marpuna je ouepanuja ua G, jep 3a a,b € R\ {0} Baxu

2a —a —a 2b —b —b 6ab —3ab —3ab
—a 2a -—a —-b 20 —-b | =| —3ab 6ab —3ab |,
—a —a 2a -b —-b 2b —3ab —3ab 6ab

Tj. My - My = Msgp € G.
Muo:keme marpuna je aconujarusaa onepanuja Ha M3(R), na u ma G,
a IO MPEeTXOAHO] jeJHAKOCTU WM KOMyTaTuBHA Ha G.

Heyrpaxn je marpuna M, (e # 0) Taxsa na 3a cse a € R\ {0} Baxn
M, M, =M, M, = M,.

ITo mperxoanoM OBO Basky ako u camo ako je Msge = Mse, = M,. Haxrne,
HEyTpaJ je MaTpuia M%.

Marpuna M, je uasep3 marpune M, (3a a € R\ {0}) ako u camo ako je
b # 0 u Baxkn
Ma-Mb:leMa:M%.
Kako je M, - My = My - M, = Msq,p, uaBep3 matpuie M, je marpura Mgi.
KomenTap. IIpumerumo na HeyTpaJ HUje jeIMHUYHA MATPUIA, UAKO je Ole-
panuja y Tpynu MHOdKeme Marpuna. llorsenatu m HapemHa aBa 3aTaTKA.

a a a
a a ... a

1.13 Oznaummo M, = | . ) .| (3aaeR\{0}).
a a ... a

Muoskeme MaTpuna je onepamuja Ha G, jep 3a a,b € R\ {0} Baxn

a a ... a b b ... b nab nab ... nab
a a a b b b nab nab ... nab
a a a b b b nab nab ... nab
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Muoskeme Marpuna je aconujatusHa onepanuja Ha M, (R), na u na G,
a IO IPEeTXOMTHOj jeTHAKOCTH U KOMyTarTuBHA Ha (.

Heyrpan je marpuna M, (e # 0) taksa na 3a cse a € R\ {0} Baxn
M, - M, =M, - M, = M,.

ITo mpeTxomHOM OBO Baskm ako U caMO ako je Myqe = Mpeq = M,, ma je
HeyTpaJsa Matpuna M .
n

Marpuna M, je uaseps marpune M, (3a a € R\ {0}) ako u camo ako je
b # 0 u Baxkn
M, - My, = M, - M, = M.

Kako je M, - My = My - M, = M4y, uaBep3 3a M, je maTpuna M_,_.

KomenTtap. Ilpumerumo ma HeyTpaJs HUje jeAMHUYHA MATPUILA, UAKO je OIle-
pammja y rpynu MHOXKeme Marpuna. lloriaematm m OpeTxOgHU, KAO U
HApPEIHU 33aTaK.

1.14 Eaemente rpyne G o3nauvaBalieMo mManuMm ciaoBuMa (Ia UX He OUCMO
OMeNaJn ca ucTakHyTuM eneMmentuma ckyna M, (R)); msmeby ocrauor,
meyrpaa rpyme G hemo o3mauntu ca e.

IMomcermmo ce ma je Marpuia CHHCYJIApHA aKO U CaMO aKO je HeHa
nerepMmuHanTa jenHaka 0. Pasmorpumo cana caenehie ciayuajese.

1° e je cunrynapra. Tana je det(e) = 0. Heka je a € G npoussomHo. Kako
je e meytpaJ rpyne G Baxku a-e = e-a = a, na je no bune-Komujesoj
TeopeMu

det(a) = det(a - ) = det(a) - det(e) =0,

ONHOCHO @ je CHHI'yJIapHa, IITO je U TpebaJyo NOoKa3aTu.

2° e je HecuHrynapHa. Tama je det(e) # 0. Hera je a € G mpousBOJBHO.
Hosomuo je mokaszaru na det(a) # 0. IIpermocrasumo cymporso. Tazma 3a
uHBEP3 a1 emeMenTa a Basku a-a” ! = a~!-a = e, ma je mo Bune-Kommujesoj
TeopeMu

det(e) = det(a-a™ ') = det(a) - det(a™') = 0,
mITO je KOHTPAAUKIN]a.

1.15 Hexka je z,y € G. JacHuo je na je tana @y € Q. [Iposepumo na je u
r®dy€[0,1). Akoje 0<z+y <1, Tamajexdy=xz+y € [0,1); ako je
r+y>1, ranajec®dy=xz+y—1, na karo je x +y < 2 (jep je z,y < 1),
TO je m y oBoM cayuajy @y € [0,1). Harne, & je omepanuja na G.

Iokaxkumo na je & aconmjarnsHa omepanuja (HOrIegaTd M KOMEHTAD ).
Heka je z,y,z € G. Ilpumerumo na y meduHUIUMju omepanuje B UMaMO
,aBa ciaydaja’. To mam cyrepume ma heMo ¥ IPUINKOM AOKA3UBAHa aCO-
IUjaTUBHOCTY MMATHU HEKOJMKO CJIIyUYajeBa, KOje Pas3inKyjeMO KaKo OmCcMO
m3pauynamu (x By) Bz uz® (y D 2).

Cryuaj L. 0 z4+y<1lu0<<y+z<1.
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Pen npou3Bona esremeHara

Y oBoMm mesny mokazahieMo ma 3a cBaka TpU OPUPOIHA Opoja m,n,r KOju
cy csu Behu on 1, mocroju rpyna G u enemenTtu ¢ 1 b u3 G TakBu na je
w(a) =m, w(b) =n u w(ab) =r.

IMobumo ox rpyme SLy(C):

SLy(C) = {[Z 2] :a,b,c,de(C,ad—bc:l}.

Iokaskmmo Hajupe ma je —I jenuHu ejneMeHT OBe Ipyle Koju je penma 2

(oBme I o3mauasa jemuamuny Marpuny). Hawmme, ykonmko je A = z Z}
pena 2, oHza je
a b a bl (1 0
c d| |e d| |0 1
Te mobujamo
al4+bc=1, ab+bd=0, ca+dc=0, cb+d*>=1. (I1.1)

[IpernocraBumo ma je a+d = 0. Tana u3 jemnaxkoctu ad — bc = 1 mobujamo
a?+bc = —1, mro mpotuspeun mpBoj jenmakoctu y (I1.1). Harme, a+d # 0
u u3 apyre u rpehe jemmakocru y (II.1) mobujamo b = ¢ = 0. Cuenu na
jea’> =d> =1wuad = 1. lpema Tome a = d € {—1,1}. C ob63upom za je
A pena 2, makne, A # I, nobujamo ma je A = —I, mTo cMO U sKeJeau na
IOKasKeMO.

Heka cy cana u,v,w emementun u3z C\ {0} pemom pemosa 2m,2n,2r.
[Tocmarpajmo marpure

u 1 v 0
a=lp b)om=0 )



