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Predgovor

Ova Zbirka zadataka, ¢ije je prvo izdanje Stampano 1995. godine, namenje-
na je prvenstveno studentima matematike, ali moze koristiti i studentima
prirodnih i tehnickih nauka, kao i uéenicima srednjih skola, gde se izucava
analiticka geometrija. U ovom izdanju otklonjene su Stamparske greske,
dodati su mnogi zadaci i slike, a neka reSenja su dopunjena i obogacena.

Pri izboru materijala, obradi i koncipiranju knjige, trudile smo se da
$to potpunije prikazemo razne metode koje se mogu koristiti za resavanje
zadataka u oblasti analiticke geometrije. Takode, u prvom poglavlju su
date i neke definicije, teoreme i formule koje se Cesto koriste pri reSavanju
zadataka.

Zadaci u zbirci su, ili reSeni u potpunosti (neki ¢ak i na vise nacina),
ili je dat samo rezultat. Pri tome smo nastojale da ukazemo na najcesce
greske i da razjasnimo razlog nepravilnog razmisljanja. Medutim, savetu-
jemo Citaocima da prethodno samostalno rese sve zadatke i da svoja resenja
uporede sa navedenim reSenjima. Po nasem misljenju to je najbolji nacin
da se ¢italac uputi na samostalan rad u reSavanju zadataka, a ujedno se
savladuju razne tehnike reSavanja zadataka i obogacuju ideje ¢italaca.

Pri izradi ove zbirke, pored navedene literature, koris¢eni su i neki
zadaci radeni na vezbama i ispitima tokom prethodnih godina koje su drzali:
dr Mihail Arsenovié, dr Neda Bokan, dr Mirko Janc, dr Gojko Kalajdzic,
dr Zoran Luéi¢ i autori.

Za izradu crteza koriséen je i program GCLC 2.0 autora mr Predraga
Janici¢a, asistenta Matematickog fakulteta u Beogradu.

Zadovoljstvo nam je da se zahvalimo recenzentima ove zbirke, docen-
tima dr Dragoslavu Ljubiéu i dr Zoranu Raki¢u, na ucinjenim korisnim
primedbama i sugestijama kojima je znatno poboljsana prvobitna verzija
rukopisa. Zahvaljujemo se i mr Mladenu Cvetkovi¢u i Branislavu Durdevcu
na pomoéi pri tehni¢koj obradi teksta i izradi slika.

I pored sveg ulozenog truda, svesne smo da je u ovoj zbirci ostalo jos
niz mesta koja bi trebalo uéiniti jo§ boljim i preciznijim, pa bi smo bile
veoma zahvalne svima koji nam na ta mesta ukazu.

Matematicki fakultet Mirjana Porié
Beograd, 11. novembar 1998. Olivera Milenkovié
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Elipsa
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Kanonska jednacina elipse je — + 2= 1 (pogledati sliku T11) i pri
a

tome vazi:

Teorija i formule

parametarske jednagine elipse su z = a cos t,y =bsint, t <0 < 27,
parametri a i b su redom duzine velike i male poluose,

tacka O(0,0) je centar,

tacke A(a,0), B(—a,0), C(0,b) i D(0,—b) su temena,

tacke Fi(c,0) i Fy(—e, 0) su zize (fokusi),

MF, + MF,y = 2a,

broj ¢ = va2 — 42 Je linearni ekscentricitet i on je jednak rastojanju
ziza (fokusa) od centra, elipse,

prava Oz je glavna, a prava Oy sporedna osa,

« d(M, F . . iy
broje = g = d((M\,sll)) = %fj)) je brojni (numericki) ekscentricitet
0<e<),

rastojanja tacke M (z,y) od njenih ziza iznose r; = M Fil=a—exi
r2=MF; =a+ ez,
T — g =0
¢ a
od centra elipse do direktrise je d(O, s1) = =) koje odgovaraju redom
(&

zizama Fy i Fy,

prave sjp: i s9: z+ e_ 0 su direktrise (rastojanje
e
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2 2

¢ jednacina tangente elipse % + =i 1 u njenoj tacki M(x1,y;) je
T | Y
2 + 2 =1. (T16)

Ukoliko su Oz i Oy ose elipse, a fokusi se nalaze na osi Oy (pogledati sliku
2

2
T12), njena jednacina j Je z y =1, pri ¢emu je 0 < a < b, ¢ = Vb? — a2,

b2
b
e= g i direktrise su prave y & — = 0.
e
Hiperbola
Yy Yy
F;
A S2
/
> B \/ v
B S1
£y
S2 S1 '
Slika T'13 Slika T14
22 2
Kanonska jednacina hiperbole je — — 2= 1 (pogledati sliku T13) i
a

pri tome vazi:
e parametarske jednacine hiperbole suz =acht,y=bsht, t € R,
e prava Oz je glavna, a prava Oy sporedna osa,

e parametri a i b su duzine realne i imaginarne poluose hiperbole,

tacka O(0,0) je centar,

tacke A(a,0) i B(—a,0) su temena,
o tacke F(c,0) i Fo(—c,0) su zize (fokusi),
|MF1 — MFQ’ = 2a,
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Teorija i formule

broj ¢ = Va? + b? je linearni ckscentricitet i on je jednak rastojanju
ziza (fokusa) od centra elipse,

_ dM,F)  d(M,F) . .

b =-= : = : 1 Ce M ljna tack
roj e = - A1)~ d(M,50)" pri éemu je M proizvoljna tacka
hiperbole je brojni (numericki) ekscentricitet (e > 1),

o

rastojanja tacke M (z,y) od njenih Ziza iznose 11 = MF; = |ex — a| i
ro = MF; = |ex + al,

prave S§1: T — Y0 i So: T+ % _ 0 su direktrise (rastojanje od
e e
a
centra hiperbole do direktrise je d(O, s1) = —) koje odgovaraju redom
e
Zizama Fl i FQ,

prave t;: br+ay =0 i ty: bx —ay = 0 su asimptote hiperbole
rastojanje od Ziza do asimptota je d(F;,t;) = b, 4,5 = 1,2,

2 2
jednacina tangente hiperbole a:_2 — ?;—2 =1 u njenoj tacki M(x1,y1) je
a
T Yy
T 2 o 1. (T17)

Ukoliko su Oz i Oy ose hiperbole, a fokusi se nalaze na osi Oy (pogledati

y2

sliku T14), njena jednacina je __x_2 + i 1, pri ¢emu je e = ¢ { direktrise
a

b

b
su prave y = — = 0.
e
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Parabola

S
Slika T'15 Slika T16

Kanonska jednacina parabole je y? =2px, p>0 (pogledati sliku
T15), i pri tome vazi:

e Oz je osa parabole,

o tacka F(§,0) je ziza (fokus) parabole,
e prava s: T+ g — 0 je direktrisa parabole,

o p=d(Fs),
o tacka O(0,0) je teme parabole,
e jednacina tangente parabole y? = 2pzx, u njenoj tacki M (x1,y1) je
yy1 = p(z + 1), (T18)
e za tacke M koje pripadaju paraboli je d(M, F) = d(M,s), tj. brojni
(numericki) ekscentricitet je e = 1.

Jednadina parabole cija je ziza F(0, 2) a teme koordinatni pocetak (pogle-
dati sliku T16) je 22 = 2qy, q # 0, a njena direktrisa je prava y + = =0.

2
U pogodno izabranom polarnom koordinatnom sistemu jednacina

p

p= 1—ecosf

je jednacina elipse (e < 1), hiperbole (e > 1) i parabole (e = 1), pri cemu je
2

broj p za parabolu upravo njen parametar, a za elipsu i hiperbolu p = —.
a
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Moze se dokazati da opsSta jednacina povrsi drugog reda u odnosu na
pravougli Dekartov koordinatni sistem opisuje jednu od slede¢ih sedamnaest

povrsi:

Seo=F2

dagal
A\

IEE A o (5]

\
I
Ll

i
AL
WAL\,

{
-t
[i%

2 2 2
x Y .
1. — 4+ % + — =1 clipsod
2 2 2
oohoo
2. o) + ¥ + 2= —1 imaginarni elipsoid
2 2 2
3. -x—2 + y—2 — Z—2 = 1 jednograni hiperboloid
a b c
2 2 2
4. % + —227 — —; = —1 dvograni hiperboloid
2 2 2
5. %+Z—2—i—2:0k0nus
2 2 2
6. g—z— + ‘1;—2 + E_Q = 0 imaginarni konus
2?2
7. — + 5 = 2z elipticki paraboloid
a b?
22 o2
8. — — -5 = 2z hiperbolicki paraboloid
a b?
2 oy
9. — + -5 = 1 elipticki cilindar
a b2
@ oyt e et s
10. — + i —1 imaginarni elipticki cilindar
a
1.2 4 % 0 dve imagi i koj k
-3 + 3z = 0 dve imaginarne ravni koje se seku
22 g2
12. — — -5 =1 hiperbolicki cilindar
a b?
2?2
13. = — i 0 dve ravni koje se seku
14. 22 = 2py, p > 0 parabolicki cilindar
15. 22 = a?, a # 0 dve paralelne ravni
16. 22 = —a?, a # 0 dve imaginarne paralelne ravni
17. 22 = 0 dve ravni koje se poklapaju.
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189. Dokazati da je zbir kvadrata duzina dva medusobno konjugovana di-
jametra elipse konstantan.

190. Neka suduzi OA i OB dva uzajamno normalna poludijametra elipse

2 2
x
— + ‘1—;—2— =1 (a,b > 0). Dokazati da je rastojanje centra O elipse od tetive

AB konstanta koja zavisi od a i b.

2 2
x
191. Kroz jednu Zizu elipse — + ZAQ =1 (a,b > 0), povucene su dve tetive
a
koje su paralelne sa jednim parom konjugovanih dijametara. Naci zbir
duzina tih tetiva.

192. Nadi jednacine krivih drugog reda koje imaju zajednicki centar C(a, b),
a,b e R.

193. Odrediti jednac¢inu elipse ¢iji je centar tacka C'(2,1), a prave y —2 =0
i x —y = 0 predstavljaju tangente u krajevima dva medusobno konjugovana
dijametra.

194. Odrediti jednacinu elipse koja je upisana u paralelogram ¢ija su temena
tacke O(0,0), A(4,0), C(6,2) i B(2,2).

195. Dokazati da se elipsa i hiperbola koje imaju zajednicke zize (konfokalne
krive) seku pod pravim uglom.

196. Dokazati da je razlika kvadrata duzina dva medusobno konjugovana
dijametra hiperbole konstantna.

197. Proizvoljna prava [ see hiperbolu u tackama P i (), a asimptote
hiperbole u tackama M i1 N. Dokazati da je MP = NQ.

198. Odrediti jednac¢inu skupa tacaka koje su simetricne centru hiperbole
u odnosu na tangente hiperbole.

199. Neka je A jedno teme hiperbole. Dokazati da je geometrijsko mesto
srediSta svih njenih tetiva kojima je A jedna krajnja tacka kriva drugog reda.
Dobijenu krivu izometrijskom transformacijom svesti na kanonski oblik.

200. Dokazati da je povrSina trougla, ¢ije su stranice asimptote hiperbole i
tangenta na hiperbolu, konstantna (ne zavisi od izbora tangente).

201. Odrediti jednaginu jednakostrani¢ne hiperbole ¢ija je ziza tacka F(2,0)
i asimptota prava p: x = 1.

202. Polara hiperbole zy = 1 sa polom u tacki P sece pravu PO u tacki M
(tacka O je koordinatni pocetak). Odrediti geometrijsko mesto tacaka M
ako tacka P neprekidno klizi po pravoj [ : z + y — 3 = 0. Izometrijskom
transformacijom svesti dobijenu krivu na kanonski oblik.
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247. Odrediti tacku Q koja je simetricna tacki P(3,—2,—4) u odnosu na
ravan o : 6z +2y — 3z —75=0.

248. Odrediti ortogonalnu projekciju tacke M (2,3,1) na pravu
- z+7 y+2 z2+2

1 2 3
249. Odrediti tacku Q koja je simetri¢na tacki P(—1, -2, 1) u odnosu na
ravu [ : i_y—-3_z—4
P T T a1
. z y—2 z—4. s
250. Data je prava [ : 5= 0 - i tacka M(1,—2,3). Odrediti je-

dnaginu normale iz tatke M na pravu [.

251. Odrediti jednacinu ravni v koja pripada pramenu ravni koji je odreden
ravnima o : Az +Biy+Ciz+ D1 =01 B: Asx + Boy + Coz + Do =0
(a # B).

252. Odrediti jednacinu ravni koja sadrzi presek ravni f: z+y+2z— 1=0
r—1 y+1 z

1 2 -2

iv:z—y+22+2=0 i polovi odsecak prave [ :

izmedu datih ravni.

253. Odrediti jednacinu ravni v koja je normalna na presek ravni o : z +
2u=31i fB: —2x+z=1, audaljena je od koordinatnog pocetka za +/21.

-2 4 -1 - A
254. Odrediti A tako da se prave p : T _ytre_z i z

5 - 3 5 o T T
y—J_ =2 _g . seku. Koje su koordinate prese¢ne tacke?

1

x—l_y+2_z—3
2 1 3

255. Odrediti jednacinu ravni koja sadrzi pravu [ :

i normalna je na ravan «: 2z —4y+z2+5=0.

256. Odrediti jednacinu prave koja sadrzi tacku L(2,—1,7) i sece prave

.x—l_y—4_z—3, ':c—7_y—11_z+2
L R L T e T B
257. Odrediti zajedni¢ku normalu mimoilaznih pravih
x—4 y+3 2-12 . x—3 y—1 =z-1
p: = = 1q: = =
1 2 -1 -7 2 3
r—9 y+2

258. Odrediti rastojanje izmedu mimoilaznih pravih [y : i 3 %

_17__y+7_z—2
2 9 2

ily:
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298. Odrediti jedna¢inu konusa ¢ije je teme tacka M (1,4,5) i koji dodiruje
sferuc: (x—1)2+(@y—2)>+ (2~ 1)2 = 4. Ako je izvor svetlosti u tacki M
odrediti koja kriva je kontura senke sfere o na ravan Ozxz.

299. Sfera S ima centar u tacki S(1,1,0) i dodiruje ravan o : z + 2y +
22 — 9 = 0. Odrediti jedna¢inu krive koja je kontura senke sfere S na ravan
B: 15z + 6y + 10z + 30 = 0, ako se svetlosni izvor nalazi u tacki T'(6,3,0).

300. Odrediti jednaginu konusa ¢iji je vrh tacka 5(0,0,1), a direktrisa elipsa
u ravni Ozy data na sledeéi nagin: velika osa duzine 4 paralelna je sa osom
Oz, numeri¢ki ekscentricitet elipse je %, elipsa se nalazi u drugom kvadrantu
(z <0,y > 0) i dodiruje koordinatne ose.

301. Date su tacke 0(0,0,0), A(a,0,0), B(0,a,0) i C(0,0,a), a # 0.

1) Odrediti jednacinu sfere oy koja sadrzi tacke O, A, BiC.

2) Odrediti jednacinu sfere o2 ¢iji glavni krug sadrzi tacke A, B i C.

3) Kada parametar a varira, krug koji sadrzi tacke A, B i C opisuje jednu
povrs. Odrediti njenu jednacinu.

4) Odrediti jednacinu konusa koji za a = 6 dodirije sfere 01 1 02.

302. Odrediti jednacinu unije svih pravih koje sadrze koordinatni pocetak
i koje sadrze tacke krive odredene jednacinama 24+ yP 422 —2c+4y=4
i3z+b5y+22+7=0.

303. Odrediti jednacinu konusa ¢ije je teme tacka M (1,1,1) i koji je opisan
oko elipsoida % + 2y2 4322 = 1.

2

304. Odrediti jednac¢inu povrsi koju obrazuju tangente elipsoida z? + '%+

22 = 1 koje sadrze tacku M(5,5,5) i jednacinu preseka te povrsi sa ravni

Ozy.

305. a) Ispitati uzajamni polozaj prave p : * = kt + o, y = mt + Yo,
2 2 2

2 =nt+2,t €R, k2 + m?2 4+ n? # 0 i elipsoida :c_2+_y_2+z_2:1

a b c

b) Odrediti jednacinu geometrijskog mesta pravih koje dodiruju elipsoid
2 2 2

x
o + ?;—2 + i—2 =1 i sadrze tacku S(z’,y',2').
x
306. Odrediti jednacinu cilindra ¢ije su genceratrise paralelne pravoj [ : 7=
2 2 :

z 1 2
Y _Zj koje dodiruju elipsoid — + /— +—5=1Lc<b<a.
m n a? b2 ?
307. Odrediti jednaginu kruznog konusa kome je prava o : T =Y = 0,

4z — 2 =0 osaikome jeravan a: xz+y 1 = 0 tangentna ravan.
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b2

ky = ——
2 a2k17

posle kraceg racuna sc dobija da je AB%2 + CD? = 4(a? + b?).
Drugi slu¢aj (AB i CD su velika i mala osa elipse): U ovom slucaju je
AB =2aiCD = 2b, pa je AB? + CD? = 4(a? + b?).

Na osnovu dokazanog sledi da je zbir kvadrata duzina dva medusobno
konjugovana dijametra elipse konstantan i jednak 4(a? + b2).

Napomena: Specijalni slucaj kada se za par medusobno konjugovanih di-
Jametara uzimaju bas ose elipse je veoma pogodan, jer se na osnovu njega
moze dobiti koliki ¢e biti zbir kvadrata duzina dva medusobno konjugovana
dijametra u opstem slucaju. Ovo olaksava sredivanje izraza u kome se po-
Javljuje koeficijent pravca k; dijametra d; u prvom sluc¢aju (kada AB i CD
nisu ose elipse).

190. Ako je d rastojanje centra O od tetive AB, koja zadovoljava postavku

2b2
zadatka, onda se moze dokazati da je d* = %, tj. da ono ne zavisi od
a
izbora tetive AB ve¢ samo od date elipse.
Y
5 D " 191. Ako su CC’' i DD’ zadate
/Q% o tetive, onda se moze dokazati da
Fa - Je trazeni zbir duzina tetiva jednak
! O D 2(a2 + b2
\éy cc'+ pp = A HY)
C a

Slika uz zad. 191

192. Ako je 2f(z,y) = anz? + 2a122y + agy? + 2a13z + 2a93y + ags, kriva
data sa 2f(x,y) = 0 (1), a tacka C(a,b) centar date krive, tada je aj3 =
—(a11a + a12b) i azs = —(a12a + ageb), (na osnovu formule (T20)), odnosno
kriva je data sa a11(z — a)® + 2a12(z — a)(y — b) + as2(y — b)% + a3z = 0. (2)

193. Kako je tacka C'(2,1) centar trazene elipse, njena jednacina je oblika
a11(x — 2)* 4+ 2a12(z = 2)(y — 1) + avae(y — 1)? +azz3 =0 (1)
(pogledati zadatak 192), pri ¢emu kocficijente ayy, ajy, age i ags treba od-
rediti na osnovu preostalih uslova zadatka. Tangente u preseénim tackama

dijametra i konusnog preseka paralelne su konjugovanom dijametru (pogle-
dati zadatak 183), pa su prave d; : y l'idy : y =12z —1 jedan
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par konjugovanih dijamectara i njihovi kocficijenti pravaca su kk =01
ko = 1. Kako za koeficijente pravaca konjugovanih dijametara vazi da je
a1 + az(ky + k2) + agekiky = 0, to je wovom sluéaju

ajg +ayn = 0. (2)

Dodirna tatka A tangente y = 2 dobija se u preseku sa odgovarajuéim
dijametrom dp i njene koordinate su A(3,2), a dodirna tacka B tangente y =
x dobija se u preseku sa odgovarajuéim dijametrom d; i njene koordinate su
B(1,1). Kako tacke Ai B pripadaju elipsi, zamenom njihovih koordinata u
jednacinu elipse dobijaju se jednacine

a1y + 2a12 + ag2 + a3z =0, (3)

a1 +asz3 =0. (4)

Resavanjem sistema (2)-(4) dobija se da je trazena elipsa data jednacinom
22— 2zxy+2y* —2x+1=0.

Napomena: Zadatak se moze Tediti i bez koriséenja zadatka 192, ali se u
tom slucaju dobija komplikovaniji sistem jednacina.

194. 1 nacin: Kako je trazena elipsa upisana u dati paralelogram stranice
ovog paralelograma su tangente trazene elipse.

Paralelne tangente elipse dodiruju elipsu u tackama koje su krajevi
jednog dijametra (pogledati zadatak 183), pa je centar elipse podjednako
udaljen od njih. Prema tome, centar trazene elipse je jednako udaljen od
pravih OA i BC' i jednako udaljen od pravih OB i AC, te je on srediste
paralelograma, tacka S(3,1). Zbog toga je jednacina trazene elipse data sa
2f(z,y) = an(z — 3)2 + 2a12(z — 3)(y — 1) + a2y — 1)2 4+ agz = 0 (do
ovog oblika jednacine elipse se dolazi postavljanjem uslova da joj je tacka
S centar, pogledati i zadatak 192). Koordinatni pocetak je teme datog
paralelograma, pa prema tome pripada dvema razli¢itim tangentama elipse.
Zbog toga trazena elipsa ne moze sadrzati ovu tacku, te je koeficijent ass
u jednacini elipse razlicit od nule. Moze se, zbog lakSeg racuna, uzeti da je
npr. as3 = 1.

Prema tome potrebno je jos odrediti koeficijente a1, a1z i age, a to ée
biti ué¢injeno koris¢enjem uslova da supravey =01y =12 tangente trazene
elipse.

Kako je prava OA : y = 0 tangenta trazene elipse u nekoj tacki M (t,0),
0 < t < 4, to je njena jednacina [a11(t —3) — arg)r + [a2(t — 3) — agly —
3[aq1(t — 3) —a2] =0 (pogledati formulu (T30)), odakle sledi

an(t - 3) — a12 — 0, a12(t - 3) — a2 7& 0. (1)

Kako je prava OA: y =0 tangenta trazene elipse, ona dodiruje elipsu
u tacno jednoj tacki, pa jednagina a11(z — 3)% +2a12(z — 3)(0—1)+ax (0—
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1)2 +1 = 0 ima ta¢no jedno reSenje po promenljivoj z, tj. diskriminanta
D = (=2a11 — 2a12)*® — 4a11(a11 + 2a12 + age + 1) je jednaka nuli. Odavde
se dobija da je

a%2 —aj1i1az2 —ay;] = 0. (2)

Na isti nacin se iz uslova da je prava OB : y = x tangenta dobija da je
40,%2 —4ay1ae — aj; — 2a12 — az =0, odnosno, koriséenjem relacije (2), da
je
3CL11 - 2a12 — agy = 0. (3)
Kako je tacka M(t,0), 0 < t < 4, dodirna tacka tangente OA i elipse,
to ona pripada elipsi pa je

au(t — 3)2 + 2a12(t — 3)(0 — 1) + CL22(0 — 1)2 +1=0, (4)

odnosno
agg = 2a12(t - 3) - all(t — 3)2 — 1. (5)

Zamenom koeficijenta a3 (iz (1)) u jednacinu (5) dobija se
agy = au(t - 3)2 —1. (6)

Zamenom izracunatih vrednosti as i as, (iz (1) i (6)) u funkeiji od ay i t,
u (3) dobija se

3&11 - 2(111(t - 3) - [all(t - 3)2 - 1] - O, (7)

a odatle je ay; = t(t—il)" ajp = %t_—%) iayp = t?t_%zf)' Jednagine elipsi koje
zadovoljavaju uslove zadatka su date sa

(@=3)2+2(t=3)(z—3)(y — 1)+ (9—26)(y— 1)2+(t—4) =0, 0<t< 4.

IT na€in: Dati paralelogram je slika kvadrata pri nekom afinom pres-
likavanju. Bice odredena jednagina elipse koja je upisana u kvadrat &ija
su temena tacke 0(0,0), A1(2,0), C1(2,2) i B1(0,2). Ocigledno, postoji
beskona¢no mnogo takvih elipsi. Trazena elipsa, upisana u dati paralelo-
gram, bice slika neke elipse upisane u kvadrat OA;C1B; pri tom afinom
preslikavanju, pa ¢e postojati i beskonaéno mnogo elipsi upisanih u dati
paralelogram.

Paralelne tangente elipse dodiruju elipsu u tackama koje su krajevi
jednog dijametra (pogledati zadatak 183), pa je centar elipse podjednako
udaljen od njih. Prema tome, centar trazene elipse je jednako udaljen od
pravih OA; i C1 By i jednako udaljen od pravih OB, i A, CY, te je on srediste
kvadrata, tj. tacka Si(1,1). Zbog toga je jednacina clipse upisane u kvadrat
OA101B1 data sa all(x — 1)2 + 2(112(.’L' - l)(:l/ I) + (l,gz(y - 1)2 + asz3 =
0 (do ovog oblika jednagine elipse se dolazi postavljanjem uslova da joj
je tacka Sy centar, pogledati zadatak 192). Koordinatni pocetak je teme
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datog kvadrata, pa prema tome pripada dvema razlicitim tangentama elipse.
Zbog toga trazena elipsa nc moze sadrzati ovu tacku, te je koeficijent ass
u jednacini elipse razlicit od nule. Moze se, zbog lakSeg racuna, uzeti da je
npr. asz = 1. Prema tome, potrcbno je jos odrediti koeficijente ai1, a2 i
a9, a to ¢e biti ucinjeno koris¢enjem ¢injenice da su prave y = 01z =0
tangente elipse upisane u kvadrat OA,C1By.

Kako je prava OA; : y = 0 tangenta, ona dodiruje elipsu u tacno jednoj
tacki, pa jednacina all(:c - 1)2 + 2a12(x — 1)(0 — 1) + a22(0 — 1)2 +1=0
ima ta¢no jedno resenje po promenljivoj x, tj. diskriminanta D = (—2a11 —
2a12)% — 4ag1 (a1 + 2a12 + aze + 1) je jednaka nuli. Odavde se dobija da je

CL%Q — a11a92 — a11 = 0. (8)
Na isti nacin se iz uslova da je prava OB; : z = 0 tangenta dobija da je
a%z — 110922 — A22 = 0. (9)

Na osnovu (8) i (9) sledi da je a;1 = ag2. (10)
Neka je tacka M;(t,0), 0 < t < 2 dodirna tacka tangente OA; i elipse.
Tada je

a1 (t — 1)% + 2a12(t = 1)(0 = 1) + a2 (0 - )24+1=0, (11)
pa je
a9 =— 2&12(t - 1) - all(t - 1)2 — 1. (12)

Zamenom koeficijenta ago (iz (12)) u jednacinu (8) dobija se
a2, — 2apa19(t — 1) +af; (t — 1)* = 0. (13)

Kako je aj; # 0 (jer bi u suprotnom bilo i a1z = age = 0, pa trazena kriva
ne bi bila elipsa), sledi da je (#2)* —2¢2(t — 1) + (t —1)2 = 0 i odatle
a2 — ¢ — 1. Zbog toga je

atl
ai2 — all(t - 1). (14)

Zamenom izracunatih vrednosti az i age, u funkciji od a11 1¢, u (11) dobija
se da je a;1 = ;ri%, pa je trazena elipsa upisana u kvadrat OA,C,B; oblika

oio(e— 1)+ 2@ - Dy -1 + ois(y — 1) + 1 =0, odnosno
(z—1)2+20t-)(@-Dy -1+ - )2 +t2-2t=0, 0<t<2 (15)

7:a razne vrednosti parametra t (0 < t < 2) dobijaju se sve elipse upisane u
ovaj kvadrat. Specijalno za t = 1, odnosno kada je dodirna tacka srediste
duzi OA;, dobija se krug (z — D24 (y - 1) =1

Dati paralelogram OAC B je slika kvadrata OA;C1Bj pri afinom pres-
likavanju u kome je tacka O fiksna, a tacke Ay, By i Cq se redom preslikavaju
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u tacke A, B i C. Kori§éenjem ovih uslova moze se odrediti trazeno afino
preslikavanje i ono je dato formulama

A T
-771~2x 2!/1 =y
(pri ¢emu se podrazumeva da se tacka Pj(z1,y;) preslikava u tacku P(z,y).)
Ovom transformacijom se elipse upisane u kvadrat OA;C1 By (z; — 1)% +
2t —1)(z1 — (w1 — 1)+ (1 —1)?+¢2 -2t =0, 0 <t < 2 preslikavaju u
trazene elipse upisane u paralelogram OACB

11 11
(Eac—Ey—1)2+2(t—1)(§x—5y—1)(y—1)+(y—1)2+t2—2t =0, 0<t<2.

Specijalno se za sliku kruga upisanog u kvadrat dobija elipsa

22— 2xy+5y* —dx — 4y +4=0. (17)

Napomena 1: Za nalazenje elipse (17) (na drugaciji nacin), moze se ko-
ristiti i da sredista duzi OA i OB pripadaju elipsi i da su odgovarajuci
dijametri koji sadrze ove tacke konjugovani. Postavljanjem odgovarajuéih
jednacina dobija se sistem a11+2a12+ag2+1 =0,4a;1+1 =01iaj2+a;; =0
¢ijim se reSavanjem dobija da je aj; = —L g = i 1agy = «%, odakle se di-
rektnom zamenom u jednacinu elipse (4) (sa centrom u tacki S(3,1)) dobija
(17).

Napomena 2: U opsStem slucaju ne mora biti ispunjen uslov da su di-
jametri koji sadrze dodirne tacke datih tangenti i elipse medusobno kon-
jugovani. U specijalnom slucaju, kada su dodirne tacke srediSta stranica
paralelograma, ovi dijametri jesu konjugovani. U ovom slu¢aju oni su par-
alelni datim tangentama, a njihova konjugovanost sledi na osnovu osobine
da su tangente u krajevima jednog dijametra paralelne njemu konjugova-
nom dijametru (pogledati zadatak 183). Ako se koristi da je ova elipsa slika
kruga pri afinom preslikavanju, uslov konjugovanosti dobija se na osnovu
toga §to su ovi dijametri slike dva medusobno normalna preénika kruga, a
medusobno normalni pre¢nici kruga se pri afinom preslikavanju slikaju u
konjugovane dijametre. U opstem slucaju takode vazi da se konjugovani
dijametri afinom transformacijom preslikavaju u konjugovane dijametre, a
ovo je samo jedan specijalni slucaj.

195. Bez gubljenja opstosti moze se pretpostaviti da je elipsa data jed-
2 : 2
x g
nacinom —- + y_2 =1, a hiperbola jednacinom — — ‘/—2
a b
B2=A2-c ¥ =c?—-a% 0<a<c< Aizajednicke zize imaju koor-
dinate Fi(—c,0) i F5(c,0). Tada jedna od preseenih tacaka ima koordinate

M(%, BTb), a koeficijenti pravaca tangente clipse i tangente hiperbole u ovoj

=1, pri ¢emu je
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256. I nacin: Neka su preseci trazence prave sa datim pravama p i ¢ redom
tacke M i N. Tada su kordinate ovih tacaka M (2t + 1, -3t + 4,¢t + 3) i
N(—s+7,—3s 4+ 11, —2) za neke s,t € R. Iz uslova da su tacke L, M i N
kolinearne sledi da je LM = ALN za neko A €eR (m # 0 jer tacka L
ne pripada pravoj ¢), pa je 2t —1 = A(—s +5), =3t +5 = A\(—3s + 12) i
t —4 = —9)\. Resavanjem poslednjeg sistema dobija se da je A = %, s =2,
t = 1, pa su koordinate tacaka M i N date sa M(3,1,4) i N(5,5,—-2), a
r—2 y+1 2-7

1 2 =37

trazena prava je prava LM idata je jednac¢inom n :

IT nacin: Tacke P(1,4,3) i Q(7,11,—2) pripadaju redom pravama p i q,
a Up(2,-3,1) i dy(—1,-3,0) su vektori pravih p i q. Neka je K(z,y,2)
proizvoljna tacka trazene prave. Tada iz uslova da trazena prava sece pravu
p sledi da je [LK,,, LP] = 0, a iz uslova da trazena prava sece pravu q
sledi da je [ET() ,ﬁq,m] = 0. Zbog toga je trazena prava n presek ravni
z—2 y+1 2-7

z+y+2—-8=0i3x4+y+32—-26=0,tj. n: T 5 3

257. I naéin: Vektori u,(1,2,—-1) i 4,(—7,2,3) su vektori pravih p i q.
Neka su preseci trazene zajednicke normale n sa datim pravama p i g redom
tacke M i N. Tada su koordinate ovih tacaka M(t + 4,2t — 3,—t + 12) i
N(—=T7s+3,2s+1,3s+1) za neke s,t € R. Iz uslova je prava n normalna na
datepravepiqsledidajeW-ﬁp :Oim-ﬁq =0,tj. t=3is=0,pasu
koordinate tacaka M i N date sa M (7,3,9) 1 N(3,1,1). Trazena zajednicka
r—7 y—3 2-9
4 2 8

Napomena: Ako se zadatak reSava na ovaj nacin dobijaju se i koordinate
presecnih tacaka zajednicke normale i datih pravih, §to se moze iskoristiti
za izracunavanje rastojanja izmedu datih mimoilaznih pravih.

normala je prava M N i data je jednacinom n :

IT nacin: Tacke P(4,-3,12) i Q(3,1,1) pripadaju redom pravama p i
g, a Up(1,2,—1) i 4y(—7,2,3) su vektori pravih p i ¢q. Neka je K(z,y,z2)
proizvoljna tacka trazene prave. Vektor zajednicke normale #,, normalan
je i na vektor i, i na vektor iy, pa je kolinearan sa njihovim vektorskim
proizvodom. Neka je i, = iﬁp X Ug, tj. Un(2,1,4). Iz uslova da trazena
prava sece pravu p sledi da je [R'—ﬁ, Up, Up] = 0, a iz uslova da trazena prava
sece pravu q sledi da je [@,ﬁq, i) = 0, pa je trazena prava presek ravni

-7 -3 -9
32—2—2—6=0i5x+34y—112-38=0,tj. n: — =42 _279

4 2 8

258. Rastojanje izmedu dve mimoilazne prave je najkrace rastojanje izmedu
tacaka koje pripadaju ovim pravama.

I nacin: Moze se pokazati da je rastojanje mimoilaznih pravih jednako
rastojanju tacaka u kojima njihova zajednicka normala scée te prave. Odre-
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divanjem zajednitke normale (kao u zadatku 257) dobija se da su odgo-
varajuce presecne tacke Mi(1,4,--2) i My(—2,2,4), pa je rastojanje datih
mimoilaznih pravih jednako 7.

II naéin: Neka je o ravan koja sadrzi datu pravu l; i paralelna je datoj
pravoj ls. Tada je njena jednacina o : 3z + 2y — 62 — 23 = 0. Kako je
d(l,12) = d(lg,a) = d(L2, ), pri cemu je Lo proizvoljna tacka prave lo
(npr. L2(0,—7,2)), sledi da je trazeno rastojanje jednako 7.

I1I nacin: Tacke Li(9, —2,0) i L2(0, —7,2) pripadaju redom pravama l; i l2,
ay, (4,-3,1) i d,(-2,9, 2) su redom vektori pravih I i ly. Za paralelepiped
odreden vektorima j,, U, i LiL2 visina koja odgovara strani odredenoj
vektorima @, i i, je upravo trazeno rastojanje izmedu datih mimoilaznih
pravih [; i ly. PovrSina strane odredene vektorima i, 1 U, jednaka je B =
LS . . . . N

|, X U1, |, & zapremina ovog paralelepipeda jednaka je V = |[L1 L2, Uy, IR
pa je

HLIL27 ﬁll ) ﬁlg”

|1, X i, |

d(ly,le) =
odakle se dobija da je trazeno rastojanje jednako 7.

259. Kako trazena ravan o treba, po uslovu zadatka, da sa ravni v obrazuje
T
ugao —, to za vektore ravni ity (a,b,c), a® + b2+ c* # 01 7y (1,—4,-8),

koristeéi formulu (T46), vazi

Sredivanjem izraza (1) dobija se da za koordinate vektora i, vazi
81(a2 + b2+ %) =2(a—4b—8c)*.  (2)

a) Kako po uslovu zadatka ravan o sadrzi datu pravu p, to je fig-tp = 0,
gde je 1ip(1,0,—1) vektor prave p, tj. a = c. Na osnovu uslova (2) je zbog
toga

6402 — 112ab + 490 =0 (3).

7ab = 0 na osnovu relacije (3) sledi dajeia = 0, pabi koordinate vektora 7,
bile (0,0, 0), to nije moguce. Zbog toga je b + 0. Deljenjem relacije (3) sa b2
dobija se kvadratna jednacina po 3 koja ima jedinstveno dvostruko resenje

a 7
5 =g pasu koordinate vektora 7, npr. (7,8,7). Kako trazena ravan o po

uslovu zadatka sadrzi pravu p, to ona sadrzi i tacku P(1,2,0) € p, pa je ona
data jednacinom o :  7(x—1)+8(y—2)+7z =0,tj. 0 Tex+8y+72—23=0
i o je jedina ravan koja ispunjava uslove zadatka.
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I naéin: Tacka S, centar sfere, je na ras-
tojanju 2 (poluprecénik sfere) od svake od
izvodnica trazenog konusa. Ako je P(z,y, z)

proizvoljna tacka na nekoj od izvodnica
M P x ml I

tada je d(S,MP) = 2 z
B IMP|
poslednje relacije dobija se da je jednacina
konusa data sa Slika uz zad. 298

-1,y —4,2—5) x (0,-2,—4)|
C VE-DT+(y -4+ (z-5)72

Posle kradeg sredivanja dobija se 42 + 3y? — 4yz — 8z — 4y + 16z — 28 = 0.

-1 —4
IT nacin: Jednacina prave koja sadrzi tacku M je p : z - Y =
m n

z—5

, ili u parametarskom obliku z = mt + 1, y = nt + 4, z = kt + 5,

t € R. Za presek sfere o i prave p parametar ¢ koji odgovara prese¢noj
tacki mora da ispunjava uslov (mt + 1 — 1) + (nt +4 — 2)? + (kt + 5 —
1)2 =4, tj. (m?+n? +E2)t2 +4(n + 2k)t + 16 = 0. Ako prava p pripada
trazenom konusu tada postoji jedinstvena presecna tacka sfere o i prave
p, pa poslednja kvadratna jednacina po ¢ ima jedinstveno reSenje. Zbog
toga je odgovarajucéa diskriminanta D = 16(n + 2k)? — 64(m? + n? + k?) =
—16(4m? 4 3n? — Ank) jednaka nuli, tj. 4m?+3n? —4nk = 0 (1). Ako prava
pripada konusu tada je n razli¢ito od nule, jer bi u slu¢aju da je n = 0 prava
p pripadala ravni y = 4, a ova ravan sa sferom ¢ nema prese¢nih tacaka, te

ni prava p ne bi mogla imati zajednickih tacaka sa sferom. Kako je n # 0
2

deljenjem relacije (1) sa n? dobija se da je 4m—~2 + 3 — 4— = 0. 1z jednacine
n
-1k -5
prave p sledi da je m_z i—= z——, pa je jednacina trazenog konusa
n y—4 n y—4
z—1\2 z—5 L. 9
4 1 +3—-4 4:0. Posle mnozenja sa (y — 4)* (y — 4 # 0 za sve
Y- Y-
tacke konusa osim za tacku M) i sredivanja dobija se da je trazeni konus
42% + 3y? — dyz — 8z — 4y + 162 — 28 = 0, pri éemu se lako proverava da i
koordinate tacke M zadovoljavaju ovu jedna¢inu.
z—1 y—4  z-5
zo—-1  y—4 2-5
izvodnica konusa, gde je tacka Q(zo, yo, z0) dodirna tacka izvodnice i sfere.
Kako tacka @ pripada sferi to je (zo — 1)* + (yo — 2)? + (20 — 1)?2 = 4
(2). Koristeéi jednacine prave p dobija sc x — 1 = Az — 1), y — 4 =

IIIa nacin: Neka je prava p : =X\ AER
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-1 —4
Myo—4)iz—5= Az — 5), odnosno xy = r—- +1, yg = y—)\— +41i

A
z 3 > +5 (A # 0 osim za tacku M). Zamenom u (2) dobija se posle
kradeg racuna da je (z — 1)2 + (y — 4 4+ 20)% + (2 — 5 + 4))? = 4)?. Kako
je poslednja jednagina kvadratna po A, da bi izvodnica i sfera imale samo
jednu zajednicku tacku, neophodno je da diskriminanta bude jednaka nuli.
Izracunavanjem ove diskriminante i njenim izjednacavanjem sa nulom dobija
se da je jednagina trazenog konusa 4z2 + 3y? —4yz—8r—4y+162—28 = 0.

20 =

IIIb naéin: Kao i u prethodnom nafinu reSavanja pretpostavi se da je
z -1 = y—4 = 2= =\ M€ R, pri
zg—1 yo—4 Z0—9
cemu je tacka Mo (zo,yo, 20) dodirna tacka izvodnice i sfere. Kako tacka Mo
pripada sferi, to je (zo — 1)? + (yo — 2)? + (20 — 1)> = 4 (3). Eliminacijom
parametara \, g, ¥o i 2o dobija se jednacina konusa, pri ¢emu ¢e u ovom
sluéaju eliminacija biti izvedena na drugaciji nac¢in. Tangentna ravan na
sferu u tacki My jedatasat: (x—1)(xo—1)+(y—2)(yo—2)+(2—1)(20—1) =
41 ona treba da sadrzi tacku M (1,4, 5) pa se zamenom koordinata tacke M
u jednacinu ravni dobija da mora biti ispunjeno yo + 229 — 6 = 0 (4).

izvodnica konusa prava p :

Kako je tacka S(1,2,1) centar sfere, prava SM je osa konusa, a ravan
kojoj pripada direktrisa konusa je normalna na osu, pa je vektor u, ove
ravni kolinearan sa SM , npr. i4(0,1,2), i sadrzi tacku My. Relacija (4)
odreduje jednaginu ravni a u kojoj je direktrisa konusa koja pripada sferi
iona glasi a : y+ 2z — 6 = 0, odnosno, na osnovu formule (4), sledi da
tacka My pripada ovoj ravni.

-1
Kao i u prethodnom naéinu reSavanja izracunava se da je xo = a:_)\_ +
—4 -5
1, yo = Y2 4z = z—)\— + 5, Zamenom u (4) dobija se da je
14—y —2z . 8 —y—22+6 4y — 8z + 24 .
>\ = = = —— =
g o paler M—y—2, N7 14y 2. '
-5y — 22+ 30
———————li/ z —; . Zamenom izréunatih vrednosti za zo, yo i 2o u (3) i srediva-

njem dobija se jednacina konusa 422 + 3y? — dyz — 8z — 4y + 162 — 28 = 0.

IV naéin: Kako je tacka S(1,2,1) centar sfere, prava SM je osa konusa,
a sve izvodnice konusa, posto je konus kruzni, obrazuju jednake uglove sa
osom. Neka je taj ugao jednak «, a M tacka dodira bilo koje izvodnice sa
sferom. Trougao ASM My je pravougli, pri ¢emu je prav ugao kod temena
My, stranica SMy je polupre¢nik sfere, tj. SMy = 2, a duzina stranice SM
je jednaka rastojanju tacaka S i M i iznosi 2v/5. Zbog toga je MMy =

. M My 4 2 . .
\/SM?2 — SMZ = 4, pa je cosw —— = —— = —. Za proizvoljnu
’ SM 2v/5 V5
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) . . |MP - M3
tacku P(x,y, z) sa neke od izvodnica Je, prema tome, cos o = ﬁ
2 4 5) (0,2 'ZiM M5

@ Ly —4,2-5)(0,—2 —
I jednacina konusa je — = L Y 42295 (0,-2 -4 Posle

Vi V=12 (y =42 1 (z - 5225
kraceg sredivanja dobija se 422 + 3y? — dyz — 8z — 4y + 16z — 28 = 0.

V naéin: Kaoiu prethodnim resenjima neka je tacka My(zo, yo, 29) dodirna
tacka neke od izvodnica konusa sa sferom. Tada je M My normalno na SM,
pa je (xo—1,10—4,20—5)- (zg —1, Yo—2,20—1) =0 (5), pri éemu tacka M,
pripada sferi ¢iji je pre¢nik SM i M, pripada datoj sferi o, pa je (zg— 1%+
(Yo —2)% + (20 — 1)2 = 4 (6). U preseku ove dve sfere dobija se direktrisa
konusa koja pripada sferi o. Ako se uzme proizvoljno resenje sistema (5)-(6),
upr. zo = 1, yo = 41i 29 = 1, ono odreduje neku tacku A(1,4,1) koja pripada

r—1 -4 z-5 .
direktrisi. Tada je prava M A : Y 0= izvodnica, odnosno
generatrisa konusa i ona se u parametarskom obliku moge zapisati kao x = 1,

-1 -2 -1
y=4,z=5+t tcR. Prava MS: = :yl =7
Rotacijom proizvoljne tacke P sa generatrise oko ose dobija se krug koji

pripada trazenom konusu i ovakvi krugovi ¢ine konus. Ti krugovi se mogu
dobiti u preseku sfera (z — 1) 4 (y — 4)* + (2 —5)2 = a® (7) sa centrom
u temenu konusa i odgovarajuéeg polupreénika o« = MP i ravni koje su
normalne na osu konusa i sadrze tacku P, te su oblika y +2z = 3 (8), gde B
treba odrediti tako da tacka P pripada toj ravni. Veza izmedu parametara
a 1 f dobija se koriséenjem Cinjenice da tacka P pripada generatisi, tj.
P(1,4,5 +t), t € R, a istovremeno pripada i sferi (7) i ravni (8), pa je
t*=0?i44+10+2 = B. Odavde sledi da je veza izmedu odgovarajuéih
parametara « i 8 data sa (g —7)? = o2, tzv. karakteristicna jednacina, pa
koordinate tacaka sa trazenog kruga koji se dobija rotacijom tacke P oko

2
yz : ~ 7= (z— 1)2+(y—4)2+(z—5)2. Posle
kraceg sredivanja dobija se 422 4 3y? —4dyz — 8x — 4y + 16z — 28 = 0. Kako
Je P bila proizvoljna tacka sa generatrise ovo je jednacina trazenog konusa

jer se svaka tacka sa konusa dobija rotacijom neke od tacaka sa generatrise
oko ose konusa.

Senka

Neka je tacka T'(m,n, k) izvor svetlosti, ravan a ravan na koju pada
senka, tacka S(a,b,c) centar sfere i neka Je sfera zadata jedna¢inom o :
(x—a)?+ (y—b)2+ (z—c)? =r2

Ukoliko su tacke T i S sa raznih strana ravni «, tada je za

Jje osa konusa.

ose ispunjavaju uslov (

1) d(S,«) > 1 senka Jednaka praznom skupu,

2) d(S,«) - r kontura ”senke” Jjednaka prescku sfere i ravni, pri éemu je
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Slika uz zad. 298

1) ukoliko postoje dve takve izvodnice, tj. ako je d(S,a) —r < d(T,a) <
d(S,a) +r, tada je kontura senke jedna grana hiperbole, a senka sfere
je "unutrasnja oblast” te grane hiperbole

2) ukoliko takva izvodnica postoji i jedinstvena je, tj. ako je d(T,«a) =
d(S,a) + r, tada je senka sfere ”unutrasnja oblast” parabole

3) ukoliko je d(T, ) > d(S, )+, tada takve izvodnice nema i senka sfere
je, u opStem slucaju, oblast ogranic¢ena elipsom, a u specijalnom, kada
je osa normalna na ravan na koju pada senka, senka je unutrasnjost
kruga.

4) ukoliko je d(T, ) < d(S, ) — r senka sfere je prazan skup.

Iz uslova zadatka tacka T i sfera su sa iste strane ravni Ozz i sfera
dodiruje ovu ravan. Da bi se odredila jednacina konture senke sfere treba
ispitati da li postoji izvodnica konusa, Cije je teme tacka T i koji je opisan
oko date sfere, koja je paralelna ravni Ozz, uz vodenje rac¢una o tome da
je rastojanje izvora svetlosti od ravni na koju pada senka veée od odgo-
varajucih rastojanja tacaka sfere od te ravni. Ova izvodnica se lako nalazi,
ukoliko postoji, i to tako §to se kroz tacku T (izvor svetlosti) postavi ra-
van paralelna ravni Ozz (ravan na koju pada senka) i proveri se da li ona
ima presek sa konusom, odnosno sa sferom oko koje je konus opisan. U
ovom slu¢aju to je ravan y = 4 i ona sa sferom ima jedinstvenu zajednicku
tacku koja ima koordinate (1,4, 1), pa postoji tacno jedna izvodnica para-
lelna ravni Oxz, a sve ostale tacke sfere su blize ravni na koju pada senka
od tacaka ove izvodnice. Zbog toga je kontura senke sfere o parabola (u
zadatku se nije trazilo da se nade njena jednalina i da se ona svodi na
kanonski oblik), a senka sfere "unutrasnja oblast” te parabole.

U slucaju da se trazi i jednacina konture senke sfere, ona se, za ovakav
polozaj izvora svetlosti i sfere, dobija kao presek konusa opisanog oko sfere
sa vrhom u izvoru svetlosti i ravni na koju pada senka. U ovom zadatku
jednacina konusa je 4x2 + 3y? — 4yz — 8z — 4y + 16z — 28 = 0, a ravan na
koju pada senka je Oxz ravan, pa je jednacina konture senke data sa y = 0,
42?2 +3y? —4yz—8x—4y+162—28 = 0, odnosno y = 0, 4% —8z+162—28 = 0.
Ova kriva je parabola y = 0, (z — 1)? = —4(z — 2).

Napomena: Da bi kontura senke bila nadena parabola, neophodno je da
koordinate izvora svetlosti budu takve da rastojanje izvora svetlosti od ravni
na koju pada senka (u ovom sluéaju od Ozz ravni) bude veée od rastojanja
svih tacaka sfere osim jedne (Gija je senka "beskonaéno” daleka tacka). U
slu¢aju kada je rastojanje izvora svetlosti od ravni na koju pada senka manje
od rastojanja bilo koje tacke sfere od ove ravni tada sfera ne baca senku.
Bez obzira na to, ako bi se samo trazio presck konusa sa temenom u datom
izvoru svetlosti koji je opisan oko sfere i ravni na koju pada senka ovaj presek
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bi postojao, pa se ne bi dobilo tacno resenje. U ovom slucaju je samo tacka
A(1,4,1) sfere na istom rastojanju od ravni Oz kao i izvor svetlosti M, dok
su sve ostale tacke na manjem rastojanju, pa je nadena parabola stvarno
senka date sfere o na ravan Oxz.

299. Kako je d(S,a) = 2, jednacina sfere je S = (z— D24+ (y—1)2+2% =4
Kontura senke sfere S na ravan 3 je presek ravni 8 i konusa opisanog oko
sfere S Eije je teme tacka T' (pogledati zadatak 298). Izvodnice konusa su
prave koje sadrze tacku T i dodiruju sferu. Neka je M (x,y,z) proizvoljna
tacka na konusu, a P(X,Y, Z) tacka na izvodnici TM. Tada je prava T'M
zadata sa TM : X=0 = y-3 = g =)\, X € R, ili u parametarskom
x—6 y—3 z
obliku X = A(z—6)+6,Y = A(y—3)+3, Z = Az, A € R. Jednacina konusa
se dobija nalazenjem veze izmedu koordinata z, y i z tacke M, odnosno
eliminacijom X, Y i Z. Prava TM dodiruje sferu S ako i samo ako sledeca
jednacina ima jedinstveno reSenje po A : ()\(:v—6)+6—1)2+()\(y—3)+3~1)2+
(\2)? = 4. Posle kraceg sredivanja, dobija se da je jednacina konusa opisanog
oko sfere S sa temenom u tacki T : 84y — 10022 + 80zy — 240z + 24y + 684 =
0. Rastojanje izvora svetlosti od ravni 3 je d(T,3) = %, a rastojanje
centra sfere od ravni 3 je d(S, 8) = 21. Tatke T i S su sa iste strane ravni

8, pa su rastojanja tacaka sfere od ravni 3 veta od % — 2 1 manja od

% +2. Kako je rastojanje izvora svetlosti od ravni 3 vece od rastojanja svih

tacaka sfere od ove ravni, to je senka sfere na ravan 3 unutrasnjost elipse, a
kontura senke sfere je data sa 84y? — 10022 + 80zy — 240z + 24y + 684 = 0,
15z + 6y + 10z + 30 = 0.

Napomena: Jednacina trazenog konusa moze se odrediti i koris¢enjem
uslova da je za proizvoljnu tacku M sa konusa d(T'M, S ) =2.

300. Kako je velika poluosa elipse a = 2, a numericki ekscentricitet elipse
%, tojec =a-e =11 b2 = a2 — 2 = 3. Iz uslova da je elipsa u
drugom kvadrantu i dodiruje koordinatne ose, sledi da je njena jednacina
(427 , (= V3P
elipsi, a M(z,y, z) tacka na trazenom konusu. Tada su vektori m i SM;

-1 2)2 —3)?2
kolinearni, pa je r_y_z i (21 +2) + (91— V3) =1, 21 = 0.
| Y1 zZ1 — 1 4 3
Eliminisanjem x1,y; i 21 iz ovih jednacina dobija se da je jednacina konusa
3z +2—22)% + 4y — V3+ V32)? = 12(z — 1)%, t). 32° + 47 +122% —

1222 + 8V/3yz + 122 — 83y — 24z + 12 = 0.

301. 1) Neka je Sy centar i 7y poluprecnik sfere oy. Koristedi uslove S1A =
S$1B = 5,C = 5,0 = rq, dobija se da sfera oy ima jednacinu

3a?
2 __
)= 4

=1, z = 0. Neka je, dalje, M1 (21,91, 21) tacka na ovoj

2 «a ., . g
($—§)+(!/ ) 2y
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