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YBOI

OcHoBy oBe 30upKe 3ajiaTaka, KOja je HaMemeHa IMOYETHOM U jeJHOCEMECTPATHOM KYpCY
M3 KOMILIEKCHE aHaJim3e, YrHe ojroBapajyhu marepujasm ca BekOu u npejgaBama, Koje je
ayTop IP:KA0 Y OKBUPY KypceBa Ye60d y xomnaerchy anasusy n Komnaexcue pynxuyuje
Ha MaremaruukoMm dakyaTery, YHUBEp3uTeTa y Beorpagy u Koju mpaTe IJiaH U mporpaM
noMenyTux Kypcesa. majyhm y Buay ma cy Teme xoje ce obpalyjy Ha yBOAHUM KypCeBUMa
KOMILJIEKCHE aHaju3e y 7100poj MepH CTaHIapAn30BaHe, OBaKBa 30MpKa 3aJaTaka MOXKe
6I/ITI/I Ol KOpUCTU U Ha APYTUM KYypCEBHUMa Ca CJIMNYHOM TEMATUKOM.

Y cBaxkoj 0Ji YKYIIHO IETHAECT IJlaBa KOje yja3e y cacraB oBe 30uMpKe 3aJjaTaka,
HaJjla3u ce 110 /BaJieceT 10cedHO oJ/labpaHnX M JEeTa/bHO PENIeHuX 3a/araka. lIpuamkom
ojabupa 3ajaraka, Ha IPUMAPHOM MECTY je Ouja BbUXOBAa PA3HOBPCHOCT, KAKO Yy ITIOTJIENY
TE2XKWHE, TaKO M y mnorjeay Hnpe3eHTOBakbha PA3JIUYNTUX TEXHUKA HEONXOJIHUX 3a HUXOBO
pelllaBakbe, y3 HAIIOMEHY, Ja je ¥ Caydajy H0jeIMHuX, Hajuenhe PauyHCKUX 33/1aTaKa, I1e
je morpebHO oCcTBapUTH HEOIXOmHY pyTuHy, 00e36ehen Behu Opoj 3amaraka ca CAMIHOM
TEeXHUKOM peIlaBarha. JemaH Je0 3aJaTaka je OPUrHHAJIAH, APYTH 1e0 3aJaTaka je ca
MHUCMEHUX UCIUTA KOje je ayTop Mpejiarao Ha Beh MOMEHyTHUM KypceBuMa, 10K je Tpehn
JIe0 33J1aTaKa MPEey3eT y HEKOM OOJMKY W3 HaBeJeHe JuTeparype (KOPUCHO je MmorjegaTn
u Heky o ciemehnx 36Wpku 3ajaraka ca CandHOM TeMaTtukom [4, 16,26, 36,40, 46, 49]).
WNcrakammo ma je 3a ycBajame onpebenwx mojMOBa KOMIIJIEKCHE aHAIN3E, HEOIXOTHO
IO3HABAaF€ OCHOBHUX ejleMeHaTa peasHe aHaau3e (Ha npuMmep, morsenarn (27| u [44]).
Caka 071 TOMEHYTHX TIeTHAECT T/IaBa cHabjenena je omroapajyiuM TEOPHjCKUM YBOIOM,
Ije Cy HaBejeHe OCHOBHE O3HAaKe, [IOJMOBU U TBphema, Koja Cy HEOIXOJHA 3a pelllaBatbe
3a7aTaKa KOju IpuIaaajy Toj riasu. Jlokasm ceBux HaBemeHnx TBphema, OMHOCHO TeopeMa,
Mory ce HahuW y TONHCAHO] JUTEpaTypu (BHIETH HEKe O] KJIACUIHUX KIHbUTa, DA0Ba
u mouorpaduja [1-3, 7-15, 18-25, 28-35, 37-39, 41-43, 45, 47,48, 50]). 36upky 3ajaraxa
npaTh ¥ BeJMKH Opoj miycTpaiuja, Koje 6w Tpebajsio jia JIONpPUHECY KBaJUTETY JATHX
perierba 1 00/hEM pasyMeBamby camux 3ajaraka. llopem Tora, 360r obuma MaTepuje Kojy
Tpeba yIO3HATH Y jeJHOCEMECTPATHOM KYPCY M EerOBUX MOTYNWX MPHOPUTETA, TOjequHn
JIeJIOBU OBe 30WpKe 3ajaTaka MOy OUTH W30CTaB/bEHU, IIITO Ce TOCeOHO OIHOCH HAa
W3BOjeHe Ofe/hbKe V KOjUMa Ce HABOMIM, HEPETKO Ca JOKA30M, HEKO OJ KJIACUIHUX TBPhema
KOMILJIEKCHE aHajn3e Koje TpyxKa ay0/br YBUI Y TEMATUKY TJIaBe y KOjOj Ce HaJia3w, ajiu
HUje HEOIXO/HO 33 O/[pXKaBarhe CaMol' Kypca.

IIpse nBe ryiaBe oBe 30UpKe 33jiaTaka cy moceheHe KOMIIEKCHUM OpojeBuMa, HBUXOBO]
moJiapHoj POPME U eKCIIOHEHITN]ATHO] (DYHKIINjU, KA0 jeJHO] O OCHOBHUX €JIEeMEHTAPHUX
dyuknuja. Henrpasau o6jekTn KOMILIEKCHE aHa/u3e, XoaoMopdHe QyHKIM]e, pa3MaTpajy
ce y Tpehoj ryiaBu. Y 4eTBPTOj IVIABU Cy 3aCTYIL/HEHA OMIMHEAPHA TPECNKABAHA U IbUX0BA
OCHOBHa cBojcTBa. lleTa rmaBa goHOCH IOjaM KOMILJIEKCHOT MHTeIpaJia, JOK Ce€ y IIecToj
TJIaBU 3aMPaBO pa3MaTpajy OCHOBHe WHTErpajiHe TeopeMe KOMILIeKCHe aHaanze, Kommjesa
Teopema u Komujesa mwaTerpaana dopmyra. Tejmopos paseoj xomomopdunx dyHKIT]A
jecre TemMa cenMe TyiaBe. 3aTum, nope JInyBuiose TeopemMe, y 0CMOj TVIABU Ce IPOyYaBajy



KOHBEKCHU CKYTIOBU Y KOMILTEKCHO] paBuu u OcHoBHA Teopema ayrebpe. Heka o7 rmaBamX
cBojcTaBa xosioMopdHUX QYHKIMja KOja Cy TIPEIACTAB/heHa KJIACUIHWM TBphemuma,
Kao mro cy Teopema jemwnoctm w IIpwHIMD MakcHMyMa, M3ydaBajy ce€ y JEBeToj U
JleceToj riasu, TuM pejpoM. JlopaHoB pa3Boj M M30/J0BAHU CHHI'YJIAPUTETH jeCy TEMaTHUKA
jemamaecte TyiaBe. KommmjeBa TeopeMa 0 ocTaluMa, V3 IheHe BeJKe TPUMeEHe, jecTe
3acTyIJbeHa y JBaHaecToj riaBu. Teopema Koja ce ommocum HA Opoj Hy/aa x0a0MOpdHUX
dyuknuja, oxnocrHo PyireoBa Teopema, pa3Mmarpa ce y TPHHAECTOj [JIaBH, JIO0K €€ Y
yerpHaecToj iasu pazmarpa I1Isapriosa jema, Kao jesHa oy GyHAAMEHTATHUX OCIE/ NI
[Tpuanuma makcumyma. Ha kpajy, meTHaecTa, yjeTHO W TOCTEkba IJaBa, CaJIpKU pas3He
3a/IaTKe U3 [IPETXO/HO HABEJAEHUX ODJIACTH.

Ca jgipyre crpane, 30upka 3ajiaTaka uMa u jgBa jgogarka. LlpsBu joiarak ce ogHocH HaA
MHTEPECAHTHY NPUMEHY KOMILIEKCHMX OpOjeBa y perraBaiby KOMOMHATOPHUX HPOo0/eMa
(3a Bume undopmanuja norsenarn [5,6]). OcHoBHa Teopema asreGpe jecre pazmarpana
¥ JI0OKa3aHa y OCMOj TJIaBM, Kao jelHa o7 mocjaennna JInyBumiaoBe Teopeme. Y IPyTOM
TOoMaTKY je HaBemen goka3d OcHOBHE Teopeme anredpe KOju Kao CYIITHHCKH eJIeMEHT
xopuctu [lpuHiun mMuHUMyMa U3 Jecere rJyase, npu demy ce llpuHimn mMuHUMyMa 3a
TTOTMHOME MOYKe M3BeCTH n efemenTapro. Hasenenn enementapan mokas OcHOBHE Teopeme
anrebpe basupan je Ha pany [17].

TTocebro »kesinM j1a ce 3aXBajIMM PEIEH3EHTUMA KOJHU CY IayKJ/bUBO HPOYUTAJIN PYKOIIHC
y OpBOOUTHOM OOJIMKY W U3HEIU HU3 KOPUCHUX TPUMEION U CYrecTHja, YuMe Cy 3HAYAjHO
AOIIPUHEIN HEeroBOM 6OJ'beM KBaJIUTETY.

Boban Kapanemposuh
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1 IIOJbE KOMIIJIEKCHIX BPOJEBA

Banarak 1.4 Heka cy z1, 2o u 23 Temena A ABC' y KoMIuIeKCHO] paBHu. JlokazaTu Ja je
A ABC jemnakocTpaHW4YaH aKO M CaMO aKO BayKu z% + zg + zg = 2129 + 2923 + 2321.

Pewewe. Heka je o = 29—21, B = 23— 20 U7y = 21 — 23.

23(C) Tana crpanune AB, BC u C A umajy nyxusue |«|, || u
|7, Tum pegom. Hajupe, npernocrasumo na je A ABC
jennakocrpanvnydan. Taja je

¢ 18| lal = 18] = |y]. (1.3)
1| IMpumernvo ga je a+ B+ v = 0, ogakie g06mjamMo

laf? , 8 , hl? _

a+pB+7=0. (1.4)
22(B) « P

il
6 )

’y_

Kopucrehn (1.3) u (1.4) 3akmyuyjemo ma je
1
z1(A) —
«@

Cunka y3 3agartak 1.4. )
oJlaKJIe IIOCTAe MHOXKema ca «fy mobujamMo ma BaxKu

af+ By+ya =0, mTo je eKBUBAJEHTHO Ca, JeTHAKOCTH
(22 — 21)(23 — 22) + (23 — 22)(21 — 23) + (21 — 23)(22 — 21) = 0,

OJHOCHO Ca z% +z§+z§ = 2120+ 2923+ 2321. Ca JApyre cTpaHe, aKO MPETIIOCTABUMO J[a BaXKN
2422+ 232, = 2129 + 2923 + 2321, Taga Ha OCHOBY NPETXOIHOT Baxku u af + By + ya = 0.
Tobujamo na je aff = —y(a+ B) = v2. Caemn

a@BByY = (aB)(@B)v]> = V2 = [y°.

Ha cimuan maumn, nanasumo ja saxku aafBB3yy = |al® u aaBByy = |B|°. Konauno,
mvamo ma je |al® = |38 = ||, ommocno |a| = |B| = ||, mTo mosnam ma je A ABC
jemnakocrpanudan. Tume je 3amarak 3aBpIiieH. U
Bagarak 1.5 Heka jen € Nwu 21,...,2, € C, npu gemy Baxu |z1] = ... = |zy| = 1mu
HEKa je
n n 1
() (2
j=1 =1 %

Hokazarn ga Baxn 0 < z < n2.

Pewere. Younmo na pazku 1 = |z;]? = z;-Z;, onaxse je % =7%;3acsej =1,...,n. Crean
- 2
n n n n n
z = E zj |- E zZj | = E z | - E zj | = E zj| > 0.
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

[Topen Tora, Baxkn )

2
n n
e= 1w < (X lal] =nt
j=1 j=1

quMe je 3a1aTaK 3aBPIIeH. O



2 I[TOJIAPHA ®OPMA N EKCIIOHEHIINJAJIHA ®YHKIINJA

3anarak 2.20 Heka je n > 3 mpupogan 6poj u HeKa cy f U ¢ MOIUHOMU Ca pPEATHUM

koeduimjenTuma, Taksn ga rauke (f(1),9(1)), (f(2),9(2)),...,(f(n),g(n)) npeacrasmajy
TeMeHa TpaBHIHOT n-Toyraa y R? mopehana y mosuruszoM cMepy. JdokazaTu jga je

max {deg f,degg} >n — 1.

Pewewe. Younmo moguaom h = f + ig y koMiuiekcHo] paBan u Heka je d = degh. Tama
je d = max {deg f,deg g} u moBossHO je mokasaru na Baxku d > n — 1. Ilpumernmo 1a
raga tauke h(1), h(2),..., h(n) npeacrasmbajy TeMeHA TPABUIHOT N-TOYT/IA Y KOMILJIEKCHO]
pasau C nopehana y mosutusHOM cMepy. Osmaunmmo ca & = e TPUMUTHBAH N-TU
kopen jemmmmme. Tauke &, €2,... 6" = 1 mpeicraBibajy TeMeHa MPABUIHOT N-TOYIJIA
VIUCAHOT y jeawHnuny kpyxKumiy T mopebama y moswrmsHOM cMepy. Oarosapajyhiom

KOMTIIO3HITJOM TPAHCAINAje, POTAIMje W XOMOTeTH]je y KOMILIEKCHO] paBHU N-TOYTao Ca

remernma h(1),h(2),...,h(n) MoxKeMO TpecIMKATH Ha KAHOHCKH N-TOYrao Ca TEMEHHMa
£,62,...,€", Tako na ce Teme h(j) mpBOGUTHOr N-TOYIJIA TIPECINKa Ha Teme & KaHOHCKOT
n-Toyria, 3a cee j = 1,2,...,n (BUAETH CJAUKY WCIIOMN).
& —— 3 € _—8
h(2) / \
— & —s en
h(1)
h(n)
 —

TpaHCIAnHUja XOMOTETHja

Cnuka y3 3agarak 2.20.

[Ipema TOMe, MOCTOjU JWHEAPHO ITIPECANKABaIbe Yy KOMILJIEKCHO] paBHU KOje N-TOYyrao
ca temennma h(1),h(2),...,h(n) mpecimkaBa Ha KAHOHCKM N-TOYrao ca TeMEHHMA
£,€2,...,&", mpn demy ce Teme h(j) TpBOGWTHOT N-TOyTA TpecaMKaBa Ha Teme &7
KaHOHCKOT N-TOyT/a, 3a cBe j = 1,2, ..., n. Jlakme, mocToje KoMIekcHu opojesn a € C*
u b € C, TakBu Jja Baxu

ah(j) +b=¢,

3a cBe j = 1,2,...,n. Younmo nojmuoM p(z) = ah(z) + b y xommiekcHoj pasau. Tama je
degp = degh = d u Baxu p(j) = & 3a cse j = 1,2,...,n. Konauno, younmo moJuHOM

q(2) = p(z +1) — &p(2).

Kaxo je mosmmom p crernena d MoskeMo ra sammcar y obmuky p(z) = cgz? + ... 4 c12 + co,
3a HeKe KOMILIeKcHe Gpojese ¢, C1, . . . , Cq, Tph deMy je c¢q # 0. Taza je

q(2) :cd(z—l—1)d—|—...+cl(z+1)+co—§(cdzd+...+clz+co> :cd(1—§)2d+...,
mro 3uaqm aa je degq = d, jep je cq(1 — &) # 0. Ca apyre crpane, Baxn
q(j) =p(i+1) = &p(h) =& —¢- & =0,

zacee j=1,2,...,n—1. Caeau ga noguaom ¢ uma 6ap n — 1 HyJIy Y KOMILIEKCHO] PABHH,
ojlakJIe 3aK/byuyjemMo Ja Baxu d > n — 1. Tume je noka3 3aBpiieH. O
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3 XOJIOMOP®HE ®YHKIINJE

Ha ocnoBy mperxommor Baxku

f+7

Ref = 5

EHE) u Im(Ref)=01y Q.

Haxye, xonomopdua dpyuknuja Re f nma KoHcTaHTaH mMmarmHapaH jeo y obmaactu ().
[Mpumenom 3agatka 3.3 cnenm ja je Re f koncramTha ¢yrknuja. l[loHoBHOM npumeHOM
Bamarka 3.3 Ha dyHknmjy f (Koja caja mMa KOHCTAHTAH peajiaH Jeo) mobujaMo Ja je u
dyuknuja f KoHCTaETHA Y 0baacTu ), TITO je u Tpebaso JOKa3aATH. &

3amarak 3.5 Hexa je dyukmmja f xomomopdua y taukum zg € C. J[okazaru ma je
dyuknuja ¢ = Re f xosomopdna y Taukm 2z ako u camo ako je gpyHKuja f KOHCTAHTHA
Yy HEKOj OKOJIUHH TavdKe Z(.

Pewewe. Hajnpe, npermocrasuno ma je GyHKNMja f KOHCTAHTHA Y HEKO] OKOJUHU TATKE
zo. Tanma nocroju orBopen ckyn U Koju cajipKu Tadky zg, Takas Jjia je f KOHCTaHTHA
dyurmmja y U. Cnean 1a je u dynkmmja g = Re f xoncrantraa y okomman U. Camum THM,
g je u nudepentiujabuina GyHkImja y Toj okoauau. Jlakie,
dyHknuja g je xomomopdra y Tadku zg. Ca Jpyre crpase,
y HACTABKY MPETIOCTABUMO 3 je (PYHKIHja ¢ XOJ0MOpP(dHA
V TauK® zg. Taja mocToju OTBOpeH CKym V KOJjU CanpxKu
TauKy 2o, TaKaB fa je pyErmuja f audepennujabuiaa y V.
Cnwano, mocToju U OTBOpeH cKyn W KOju CaJipKu TauKy 2o,
TakaB na je dpyermuja g = Re f maudepennmjabuana y W.
Baxmu zg € VNW u kaxo je VNW oTBopeH CKyII, TO IOCTOjH
r > 0, tako ma je D(zg,7) C VNW, rue je D(zg,7) orBOpen
IHCK Ca MEHTPOM Yy 2o HmoJaynpednuka 7. Jlobmjamo

Crnuka y3 3agarak 3.5.

g € H(D(z0,7)) m Img=1Im(Ref)=0.

[Mpumenonm 3amarka 3.3 3akmyuyjemo ja je g = Re f korncramTHa (QYHKIM]a yV AUCKY
D(zp,r). Ilonosnom mpumenom 3aznarka 3.3 ma dyuruujy f € H(D(zo,7)), Koja uma
KOHCTAHTAH peasan ge0 y mucky D(zp,r), mHamasumo ga n dysxmuja f mopa OGurm
koucTanTHA y aucky D(zp,7). Ilpema Tome, dyHkinumja f je KOHCTAHTHA y HEKO] OKOJIMHU
TauKe zg U TUME je 3aJ[aTaK 3aBPIIEH. O

3anarak 3.6 Heka je f = u + iv xonomopdua dyukiuja y obsactu {2 y KOMILIEKCHO]
paBHH, 1IPU Y€MY BarKu:
(a) @ynrkmmja € cosv je KoHCTaHTHA y 0bmactu €);

2

(6) ®yskmuja u® — v je KOHCTaHTHA y obsacTu (2.

Hokazaru na je dbynkiuja f xoucranTHa y obigactu ().

Pewewe. (a) ®ynxmumja e/ je xomomopdma y obmactu ), Kao KOMIO3HIH]A TAKBUX.
[TpumeTmMoO 72 BaXu

Re (ef) = Re (e"(cosv +isinv)) = e cosv.

Cnenu na je pyukuuja Re (ef ) KoHCTaHTHA y (), TAKO /1a HAa OCHOBY 3ajiaTka 3.3 HAJIA3UMO
1a je n dpynkmmja ef xoncranTHa y obmactn . Taza je

Oz(ef)lzef'f' y Q,

38



4 BUWJINMHEAPHA ITPECJIMKABAIbBA

Teopema 4.3 Hexa je K npasa uau xpyscnuya y xomnaexcnoj pasnu u w = ¢(2)
bunruneapro npecaurasarse. Tada cy mawke z u 2* cumempuune y odnocy na K axo u
camo axo cy mauke ¢(z) u ¢(z*) cumempuune y odnocy na ¢(K).

3anarak 4.2 Ojpeauty cauKy jeiuHUYHe KpyKHUIE T U IOJIYIUCKA
P={zeD:Rez >0},

npu OMIMHEAPHOM TIPECINKABAILY

z
w = (;S(Z) - 1 —
[Mopen Tora, mokazartu j1a je
Re-— " > 1
e _Z
1—2z 2’

3a cee z € D.

Pewerve. Baxku

w=¢(zx) = — :_(1_2)“:—1+(—1)-<1>.

1—2 1—2z z—1

Kopucrehn nperxonuo mobujeny AeKOMIO3UNUjy OUIMHEAPHOT IPECauKaBama w = ¢(2)
onpebyjemo cauxy ¢(T).

T

IIpsa ciauka y3 Sagarak 4.2.

Hawmwme, mpeo Tpamcramujom wy; = z — 1 U3 z-paBHW TPENa3WMO Y w1-PaBaH, MPU GeMy
ce KpyxKHuua |z| = 1 camka wa Kpyxuuiy |w; + 1| = 1. Barum ce mobujera Kpy:KHHIEA
|lwy + 1| = 1 ciuka uaBep3ujom we = 1/W7 Koja 3ampPaBO IMPEACTAB/HA UHBEP3U]Y Y OJHOCY
Ha jenumangny kpyxuuiy T y wi-paBaun. Byayhu ga xpyxwauma |w; + 1| = 1 cagpxu
rauky 0 koja upejcras/ba lieHrap kpyzkHuiie T y 0JlHOCY Ha KOjy Ce BPIIM WHBEP3U]ja,
HeHA WHBEP3HA CJMKA MOpa OWTH TpaBa W TO OHA KOja MPOJIA3W KPO3 JIBE TPECETHE TATKE
nopygapaux Kpyxkuuna |wy + 1| = 1 u T. daxse, ogroBapajyha ciawka y we-paBHE je
npasa Rews = —1/2. Ha kpajy, nocsenma ornepanuja u3 JeKOMIO3UIMje OUIMHEAPHOD
npecnKaBama w = ¢(z) jecre mata ca w = —1 — Wg, Kojom ce mpaBa Rewy = —1/2 cimka
Ha ucry Ty npaBy Rew = —1/2 n3 w-pasuu. Ha ocHoBy nperxozsor gobujamo

1
¢(T):{w€C:Rew:—2}.
Ca jgpyre cTpaHe, TPUMETHMO Ja JeIWHWIHA KPYKHUMA T OeIu z-paBaH HA jeJUHUIHU

muck D Ha obmact E = {z € C : |z| > 1}. Takobe, mpasa ¢(T) neam w-paBan Ha jJBe
HOJIy DABHHU:

1 1
le{wGC:Rew<—2} u HQ:{wEC:Rew>—2}.
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4 BUWJINMHEAPHA ITPECJIMKABAIbBA

o(T)

w = ¢(2)

() w-paBaH

N

z-paBaH —1

15t I

Jlpyra cauka y3 3agaTak 4.2.

Uwmajyhu y Bugy ma je ckyn ¢(DD) moBesaH, Kao HENpEKHIHA CJIWKA TaKBOT U JIa je
funmHeapHO nmpecaukaBame w = ¢(z) Oujeximja, 70MA3UMO 10 3aK/bYIKA A BAYKH

6(D) =TI wm $(D) = ILy
Mebhyrum, kako Bazku ¢(0) = 0 € Iy, npu wemy 0 € D, To Mopa Gurn

¢(D) = 1I. (4.2)
Ha ocnosy (4.2) cienu ma 3a cse z € D Baxkn

¢(z) € Iy,

oaKse je

mro je u Tpebaso mokaszarw. Y HAcCTaBKy, cauky ¢(P) ompehyjemo kao y mpBOM ety
3azaTKa Kopucrelin HaBeJieHy JEeKOMIIO3UIUjy OUIMHEAPHOT TIPECIMKABaba W = ¢(2).

Tpeha cinuka y3 3azatak 4.2.

[Tpumerunmo ma ce rpanwuna noayaucka P cacToju o JIMHUJCKOT CErMEHTa KOju je ojpehen
npaBom Rez = 0 um oxromapajyher mosykpy2KHOT Jieja KOju je oJpeheH jeMHUIHOM
kpyxuuiom T. Beh cMo ommcanu nejcTBo OMIMHEAPHOT TIPECIUKABABA ¢ HA KPYKHUITY
T. IIIro ce tuue mpaBe Rez = 0, ona ce majupe TpaHncaanujom w; = z — 1 TpeBoau HA
npaBy Rew; = —1. Bynhu na mpasa Rew; = —1 He cagpxu tauky ( Koja je 1ieHTap
WHBEP3Wje y OJHOCY HA KPyKHHUIlY T y wi-paBHU, IeHA CJAUKA IIPH TO] WHBEP3UjU jecTe
KPYKHHUIA KOja CaJpKU IeHTap WHBEp3uje, oanocHo Tauky 0. Ocum Tora, Ta KpyKHUIA
MOpa Ja CaJapXKu TadKy —1 Koja je pmkcHa Tauka WHBEp3uje y ogHoCy Ha T, jep u mpasa

Rew; = —1 cagpxkwm tauky —1. Kowmawyno, Ta KpyXKHHUIA jecTe CUMETPUYHA V OTHOCY
Ha peajHy ocy, jep je mpaBa Rew; = —1 takBa. Crora, 3ak/pydyjeMo ja je CIUKa
mpaBe Rew; = —1 mpu uHBep3uju wy = 1/wW; 3ampaBo KpyxuuIA |wy + 1/2| = 1/2.

Ha rTaj nHaumn cmMo npecsmkaau rpaHulie nojyaucka P, ojakie ce npemMa Ha4YuHy Ha
KOju WHBEpP3Uja JejCTBYje JAUPEKTHO Haja3u cjiuka nosyaucka P. Hamomenumo ga ce
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4 BUWJINMHEAPHA ITPECJIMKABAIbBA

oaroeapajyhe rpacduyko objarnmeme MOXKe BUACTH HA HAPEIHO] CJIUIHU, T je TOKA3aHO
KaKO Ce TOJeIWHU JIeJIOBM TPAHCJUPAHOT TOJYANCKA MPECAUKABAjy TPU WHBEP3UjU Y
OJIHOCY HA jeUHWYHY KpYXKHUIY T, IpU UeMy Ce MCTO OCEHUYEHHU JeJOBU MPECIUKABA]Y
jeJlal Ha IPYIU ¥ OJHOCY Ha TOMEHYTY WHBEP3U]Y.

w1-paBaH

Yerspra ciauka y3 3agaTax 4.2.

Jaxe, ogroapajyhia civKa IMOYETHOT MOJIYINCKA Y Wo-PABHU JeCTe MPEICTAB/BEHA CKYIIOM
tadaka wy € C 3a koje Baxxum Rewy < —1/2 u |wy + 1/2| > 1/2. Hakon mocrenser
npecanKaBama w = —1 — Wy Taj CKyI npesasu y oarosapajyhiu CKym Tadaka w3 w-PaBHH,
opuocHO y ckyn Tadaka w € C koje 3amoBospaBajy ycaose Rew > —1/2 u (w+1/2| > 1/2.
[Tpema Tome, modujamo

1 1

Tume je 3a7aTak y TOTIIYHOCTH 3aBPIIIEH. O

¢(P):{wEC:Rew>—; u

Banarak 4.3 Jlaro je GuamHeapHO IpecanKaBame w = ¢(z), npu uemy BaxKun
¢(0) =1, ¢(i) =c0 m ¢(o0) = 2.

() Opensn (D).
(6) Ako cy 21, 22, 23 U 24 pellema jeTHAUNHE

U3padyHATH

(z3+1) - (z3+1) - (23 +1) - (2] +1).
Pewerve. Bynyhu na 3a maro GunmHeapHo npeciankasambe w = ¢(z) BaKu
. ¢
0,i,00 — 1,00, 2,
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6 KOININJEBA TEOPEMA 1 KOININJEBA MHTETPAJIHA ®OPMVJIA

BamaTak 6.5 ara je xomomopdna dbyukmmja f: D — C u mexa je v(t) = f(ae') 3a ce
t € [0,27], mpm wemy Baxkn 0 < a < 1. loxkazaru na je £(y) > 2malf’(0)].

-~ ~

e RS
’ \
’ Y
/ ‘
, \
) \
1
D
1 a
\ ’1
\ ]
’
‘\ , Yy=fo%
7/
AN Ya .
~ .

- -

Crnuka y3 3amatak 6.5.

Pewerwe. Heka je 7, NO3UTHBHO OpHUjeHTHCAHA KPYKHUIA Ca HeHTpoM y Tadku ()
OJTyTIPEIHEKA @, OJHOCHO, HeKa je Y4 (t) = ae' 3a cpe t € [0,27]. Tana Baxn

21 21
() = [lel= [ olae= [ a
2w
=/ |F'(va())] - |74(t)] dt
0

= |f'(2)]1dz|.

Ya

Barnm, kopucrehu Kommujepy maTerpasny ¢popmyly, aqu IpuMemeny Ha dbynkoajy [ n
OcHOBHY WHTErpaJjHy HEjJeTHAKOCT, J00MjaMO

Iz L I
27“/ o <5 o | e = g [ i@ = 5o,

onuocuo, Baxku 2malf'(0)| < £(v). O

Bamarak 6.6 Heka je f: C — C nena dyskuuja, mpu wemy saxu f(0) =3 u f/(0) =1
NzpagynaTn

s
/0 f (eiz) cos?(z/2) dz

Pewere. Oznaunmo ca I nperxogau naterpas. [lpuverumo jga Baxku

2w ) 1 1 2 . iz —iz
I:/ f(elm)_|_;()8$dx:2/ f (%) <1+e—|—2e> dx.
0 0

YeohemweMm cmene z = €7 npu demy Baxu dz = iedr = izdr u umajyhu y Buny ma

npecimkasame r — e unreppan [0, 27] civka Ha jeMHHYHY KDPYJKHHUIY Ca TEHTPOM Yy
Taaku 0, mobujamo

I:;/yf(z)<1+z+2l/z>(::iifyf(z)(H 2+ >dz

TJie je 7y TIO3WTHWBHO OPWJEHTHCAHA, KPYXKHUTA ca IMeHTpoM y Tauknm 0 moaympedrnka 1.

[Ipema ToMme, BazKm
1 1 1
I:./f(z) dz—}—./f(z)dz—#—./f(j) dz.
21 N 2 4i ~ 4i N %
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7 TEJJIOPOB PA3BOJ

Baparak 7.12 Heka je f xomomopdua dyurmuja y obmactu Q2 C Cu f'(29) # 0 3a Heko
20 € Q. Jlokazatn ma nocroju r > 0, Taxo ga je D(z9,7) C Q u ma 3a cee 0 < € < r BaxKH

/ 1 2n
oD(z0e) [ (2) = f(z0)  f'(20)

Pewere. Tlocroju R > 0 tako ga je D(zp, R) C . Kako
Baxku f'(z9) # 0, To je dyuknuja f mexkoucranrua. Ciean
ma je f — f(z0) xomomopdHA ¥ HEKOHCTAHTHA (DYHKIHja
Koja ce mymmpa y Tadkwm zg € (). Byayhm na cy myme
xosioMOpdHE U HEKOCTAHTHE (DYHKITH]j€ W30/ I0BaHe, TO TTOCTOjU
r € (0,R), tako na dyukuuja f — f(z0) Hema Hysa y
MPOGYIIEHOM 3aTBOPEHOM JUCKY D (z0,7). Ilokaxmumo jma
TAKBO I UCIyIaBa TpaxkeHne ycaose. Hajmpe, mpumermmo ma
Baxkn D(29,7) C D(20, R) C Q. 3armm, younmo byHKIH]Y

ICLS0) o je 2 € DX (29,7) Y
o) = f’(Zo), aKo je z = 2o ' Cnuxa y3 3azarax 7.12.

[Ipema Banarky 7.1 dyukuuja g je xomomopdHa y AUCKY

D(z0,7) u nopes Tora, Ha OCHOBY IIPETXOJHUX PAa3MATParba, OHA HEMA HYJ1d Y TOM JUCKY.
Crora je m dyukuuja h = 1/g xomomopdua y mucky D(zp,r). Heka je 0 < ¢ < r
npoussosbHO. [Ipumenonm Kommjese naterpaste opMyse HATA3UMO

h
/ (%) 42 = 2rin(z0). (7.5)
dD(z0,e) # — <0
Ocuwm Tora, Baxku
h(z0) 1 1
Z = =
Y g(z)  F(=0)
Taxobe je
h(z) 1 1 z— 2 1 1

z—2 g(z) z—2 f(2)=f(20) z2—2 f(2)—f(20)
3a cBe z € 0D(zp,¢). Bamenom y (7.5) mobujamo

/ L, 2
Do) [(2) — flz0) ~ f(20)

qmMMe je 3a[aTaK 3aBPIIeH. U

3amarak 7.13 Heka je f: C — C mena dyrkmumja u n € N.

(a) Hokazaru 1a BaxKu

™

nl [ . ;
FM0) = / e ™ Re f () dt.
0
(6) Ako je f(0) =1 u Re f(z) > 0 3a cBe z € D, nokasaru jja Baxu

( f<">(0)] < 2nl.
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7 TEJJIOPOB PA3BOJ

Ha xpajy 3axmyTyjeMo
(7.10) ! [27 . o nl [ . |
0 S [T Rer () a2 [T Re ()t o
T Jo T Jo
quMe je 33/1aTaK KOMILIeTUPAH. 0

e ITapcesasioBa popmysia. Kao nocienuity Tejioposor pazsoja xomomopdue dbyHKIHU]jE
y mucky gobujamo crenehe tBpleme koje mpesacrasmba [apcesanosy dopmyary.

Hexa je R >0 u f: D(0,R) — C zoromopdpra dynruyuja, npu vemy sastcu

f(Z) = Z CLnZn,
n=0

3a ceée z € D(0, R). Tada je

1 2w

f (rei9> ’2 do = i |an|* 72",

n=0

27 Jo

3a cee 0 <r < R.

Crenenn pej n3 nperxoanor Tejioposor passoja dyukimje fy qucky D(0, R) paBHomMepHO
KOHBEPTUpPa HA KOMIAKTHUM TOJACKYTOBUMAa TOr aucka. CaMum TuM, y pasMarpamy Koje
cenn, M03BO/HEHA je TPOMEHa Peocyeia NHTETPAIMje W CYMUPaha, OHOCHO BAYKN

1 2w i 2 1 2w i -
— f (7“616)’ o = — f (rele) - f (rel?)dé
2 0 27 0
_ 27 Z anrnemH Za—krke k6 4o
TJo 2o k=0
o0 o0 1
_ Z Z anakrnJrki i(n—k)0 do
T Jo
n=0 k=0
(54) <
= Z |an‘2 T2n,
n=0

IITO 3aPaBO PEJICTaB/ba TPaXKeHy (HOPMYITY.
3anarak 7.14 Heka je k € N, M >0 u f: C — C nena dysxiyja, mpu 9eMy BaxKu
2
J
k

3a cee 0 < r < oo. Jlokazatu ga nocroju koucranta ¢ € C, rako ga Baxku f(z) = cz" 3a
cse z € C.

f (T6i9> ’2 do < Mr?*,

Pewere. Ozpaunmo ca

f(z) = Zanz", z€C,
n=0
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8

JlnmyBumjioBa TeopemMa U mocJjieulle

Vrkonuko je dysrrmja f xogoMopdHA W HEKOHCTAHTHA Yy KOMILJIEKCHO] PaBHW, O
HHTEpeca je MCIHUTATH BeTWYNHY HheHe cimke, omnocHo ckymna f(C). UcmocraBma ce nma
HOJl TIPeTXOHO HapejeHuM ycioeuma, cauka f(C) He moxke GuTm OrpaHuueH CKyI y
KoMITeKcHOj paBuu. llopen Tora, MOXKe ce TOKa3aTW /14 je CAWKA Iejle W HeKOHCTAHTHe
dyHKIIMje IycT CKyIl Yy KOMIIJIEKCHO] DaBHHU.

Teopema 8.1 (JImysusosa Teopema) Hexa je [ : C — C yeaa u oepanuvena dynryuja.
Tada je f woncmanmmua dynxyuja.

Banarak 8.1 Heka je f umena dyukumja u f(z) = f(z+ 1) = f(z+1) 3a cee z € C.
Joxkazarn 1a je f KOHCTaHTHA QYHKII]a.

Pewewe.  Yoummo xBampar K = [0,1] x [0,1] y

kommuiekcnoj papan C.  ®ynkuwmja |f| je wenpexwmana - |
1 1
S el U S

1
y KOMILIEKCHO] PaBHU W Ha KOMHIakTy K IocTuKe CBOj --':
MaKCHMyM, OAHOCHO, Heka je M = max{|f(z)|: z € K}. !
Takobe, Kako je mpeMa Tope HaBEJIEHOM YCIOBY 33JaTKa - -4
f(z)=f(z+1) = f(2+1) 3a cBe z € C, T0 MHAYKTUBHO :
1

cienu f(z) = f(z+m+ni) 3a cee z € Cu cBe m,n € Z. :
.

|

1

.

1

1

-

ol
o
1
1

2

W

-1

"

<]
z

o
o
—_
[\

Heka je cama z = x + iy € C npousBosbHO omabpan 2
xomitekcan 6poj. llpumermmo nma Tana 3ampaBo Baxku - -
fle+iy) = f(z+iy—[z|-ily]) = f(z—[=|+i(y = [¥])),
jepje —|z| € Zu —|y| € Z (upu uemy je ca |-] o3nagena __
dbyuknmja yaumama meaor meaa). OcuM Tora, Kako BasKu
x— |z] € [0,1] m y— |y] € [0,1], To mobujamo na
jex — |z] +i(y—|ly]) € K. Ha ocHOBY TpeTXoHOT, Cmuxa ys 3anarax 8.1.
Hasasumo Ja Baxu f(z) = f(z— |z] +i(y — |y])) < M.

Haxue, 3a cBe Tauke z w3 komrutekcae papan C, Baxkn | f(z)| < M. Ilpema rome, npuMeHOM
JInyBuoBe Teopeme MOKEMO 3aK/bYIUTH 14 je hyHKrja f KOHCTAHTHA. O

— g m—— - —— — = = = =

[}
|
.

(

1
—

1

1

T

1

1

1
[ S

1

1

1

1

|
N
=

e O Y g

1
——e- -
1
1
1
|
T
1
1
1
4
1
1
1
1

Bagarak 8.2 Heka je f: C — C nena dynxmuja, taksa ga je |f(2)| < c|z|* 4+ d 3a cse
z € C, rie cy A, ¢ u d HereraTusne Koucranre. Jlokazaru ja je f nosmHOM crenena He
seher oxn |A].

Pewewe. Kako je dynrkiuja f xomomopdHa y KOMIIEKCHO] PAaBHU, MOXKE C€ IIPEJICTABUTH
y obuKy

f(z) = Zanz”, z€C,

n=0
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9 TEOPEMA JEJINMHOCTHN

Banparak 9.19 Heka je f: C — C nena dyuxmuja u f(R) C T. Jokazatu ga hyHKIM]a
f Hema myna y komrmiekcuoj pasau C.

Pewerve. Ha ocaoBy Hamomene 9.2 dyukrmja f*(2) = f(Z), z € C je nema. 3a cee x € R,
Baxu f(z) € T u camum tum je

1= |f(2)]? = f(z) - f(2).

Oyukmmja g = f - f* je mena dbynkmmja kao mpon3Boa TakBux (ynkmmja. Ilopes Tora, na
OCHOBY TIPETXOJHOT BaKu

9(x) = f(z) - [*(x) = f(z) - f (T) = f(2) - flzx) =1,
za cee ¢ € R. Ilpema tome, g = 1 na R. Ilpumenom Teopeme jemmnoctu mobujamo ga je
g =1y C, oguocuo ¢g(z) = f(2)- f*(2) =13acse z € C. Cnequ f(z) # 0 3a cBe z € C,
mTo 3ua9n Ja pyHrnmja f HeMa HysIa y KOMIUIEKCHO] PABHU. U
3amarak 9.20 Hexa je f: C — C nena ¢pyukumja,

lh={2€C:Imz=0} u {1 ={2€C:Imz =1},

upu gemy Baxu f(loULl1) C £y. Joxazatu na je f(z + 2i) = f(z) 3a cee z € C.

Pewerve. @yuxumja f*(z) = f (Z), z € C je nena dbyukmnuja
Im (Hamomena 9.2). Ba z € {y, Baxkn Z = z u f(2) = f(z), jep

je f(ly) C £y, rako nma je f = f* ma £y. Teopema jemurocTn

& —1 MOBJIAYH J13, je

1 :) f=fyc
£o ' Re

o1 Ca apyre crpane, neka je h(z) = f(z + 2i) — f(z) 3a cBe
., i> + z € C. Taga je h mesna dyukmuja. Ocum Tora, O3HATUMO
e R e

o (1 ={2z€C:Imz=—1}.

Cuuka y3 3agaTtak 9.20. .
Heka je z € {_1 npousBos/bHO ofabpana tadxa. llpumerumo

Ja Taga Baxu Z = z + 21 € £1. Ykoauko uckopuctumo npernocrasky f({1) C {o, mobujamo
JIa je

Jaxe, BaxKn
h =0 ua mpasoj ¢_1,

OJIHOCHO, Ha OCHOBY Teopeme jeIMHOCTH, CJIeN
h=0y C.

Cammm M, 3a cBe z € C Baxkn f(z+ 2i) = f(z) u TuMe je 3a7arak 3aBpIieH. O
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10 IIPUHITUIT MAKCUMYMA

Bagarak 10.19 Hexa je f : D — C mempexumma dbyHKIHja, Koja je xomoMopdHa y
jemuananom nucky D, ipu wemy Baxwu |f(z)] < M sacse z € Du |f(z)] <m3acre z € L,
rIe je

— 1
L:{zED:Rez:—Q}.

JlokazaTu 1a je

£(0)] < VmM2.

Pewewe. Osmauumo ca T jeqHakoCTpaHUYaH TPOYTao ca
2mi 4mi .

Temenuma 1, €3 um e3 . Ilpumermmo ga Tajma JUHWjCKA

cermenT L mipenicraBsba jenny of crpanuria Tpoyriaa 1. Ocum

TOra, 3a MPOU3BOJBHO 2z € 0T Tauke

obuly ceaky ox crpamura Tpoyria 1. CaMuMm THM, YOUUMO
bynkmujy

9(2) = f(2) - £ (2F) - 7 (2F),
rae je z € D. @ynxumja g je xomoMopdHA Y jeIMHIYHOM Canxa y3 Saparax 10.19.
mqucky D m HempekuIHA ¥ BHeroBoM 3aTBopemy. [lopen Tora,
Ha OCHOBY IIPETXOIHHX pasmarpaiba, 3a cse z € OT saxu |g(z)| < m-M - M = mM?.
Kopucrehu Ilpuanun MmakcumyMma g001jaMo 12 BazKu

[£(0)] = 19(0)] < max|g| = max |g| < mM?,
T orT

OTaKJie JUPEKTHO CJIeIN TPaXKeH! 3aKJ/byJIaK. ]

Banarak 10.20 Hekajen € Nu f: D — C menpexumua GyHKIHja, Koja je XomoMopdHa
y jemmunanom maucky D, mpu wemy Baxkwu f = 1 ma ayky

é:{e“’:ogegzw},
n

jemuangne xpyxunme T. Joxazaru na je f =1y D.

Pewere. Hexa je g(z) = f(z) — 1 3a ce z € D. ®ynxumja g
2ri j€ XOJoMOpP(hHA ¥ jeTUHUIHOM TUCKY 1) M HEIPEeKHUIHA Y THerOBOM
T .- zarBopemy. Takobfe, Baxn g = 0 va jyky £. Sarum, 03HAIUMO

Y WY h(z) = g(:) g (5 ) oo (250).

\ / rze je z € D. Hapasro, dynxnuja h je xonoMopdHa y je HHIIHOM

. D . aucky D n HenpekmjHa y HErOBOM 3aTBODEbY. 3a HPOU3BOJLHO
______ z € T mexka o Tavaka z,ze%,...,zew mpunaga Jayky £,
mro nosaaun h(z) = 0. Hakmae, nobujamo ma Baxku h = 0 Ha

jemuamgHOj Kpyxkuurmu T. VY HACTABKY, AUPEKTHOM ITPUMEHOM

~
&~

Cumka y3 3agaraxk 10.20.

[Ipuanuma MakcuMyMa HAJIa3uMo 714 je

max |h| = max|h| =0,
D T
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13 PYITIEOBA TEOPEMA

Pewere. Hexa je f(z) = 2" u g(z) = €* 3a cpe
C | z € C. Bpoj pemema jeqmnaumue 2z’ + e = 0
y moayaucky Vo jenHaxk je 3ampaBo Opojy Hysa
dyurmmje h = f + g y TOM TOAYANCKY U O3HATHMO
Taj 6poj ca m. Ilopex Tora, weka je I = (—2,2) u

v
X 20
I 1 Re Vi={z€C:|z] <2,Imz < 0}.
-— ' -—>
—2, 0 0 | 12 _ .
v X7 - Taxohe, ozmauummo ca n 6poj myna dynakiuje h
' \%en /! Ha wuaTepBady I. [lame, mpuMerumMo (BHIETH U
N . Bajarak 2.1) na Baxwu

H W) =+ @ =7+ = h(z).
' Crenujajno, KOMILUIEKCaH Opoj 2zg Jje HyJsaa
dyukimje h ako m caMo ako je Zg HyJa Te
dyuknnje. Ha ocHOBY npeTxojHOr U YnmeHnIe 1a
cy noayauckoBu V u VT cuUMETpPUUHN Y OJHOCY HA peaJiHy ocy, ciaeiu ga ¢yHKuja h
uMa uctu H6poj Hyna y TuM noayauckoBuMma. Jlakse, dpyakumja f uma takohe m Hyaa y
nonynucky V. Heka je D = D(0,2) u kako BaxKu

Cnuka y3 3azgarak 13.11.

D=VUIUV,

npu gemy cy ckymosu V, I u V™~ mebhycobuo nucjyukTau, 70 mobujamo na dyuknuja h uma
m—+n+m =2m + n oyra y aucky D. 3a z € 0D Baxn

9(2)] = "] = Re% < el = €2 < 27 = 27| = | f(2)].

[Tpumenom Pytieose Teopeme mobujamo ga dyukimje f u f 4+ g = h umajy ncru 6poj Hy1a
y mucky D, ommocro dbyukimja b wva 7 myna y Tom gucky. Cammm TuM, Baxn 2m—+n = 7.
Ca npyre crpane, ako x € I HaJIa3uMO

B (z) = 72% 4 €* > 0,
mITo 3ua4un ja je dyuknuja h crporo pacryha na warepsany I. Bynyhu ja Baxu
h(—2)=-2"+e2<0wu h(2)=2"+¢2 >0,

caenu jia byHKImja h ©Ma TavHO jesiHY HYJIy Tg Ha uHTepBasay I. Ilpema Tome, mobujamo
nma je n = 1. Konauno, Baxku
2m+n=2m+1=7,

onaxse je m = 3. Crora, jeqnaunna 2z’ + € = 0 uMa Ta4yHO 3 pelnera y moayaucky V. [

Hamomena 13.2 Ilpumerumo na y 3agmarky 13.11 Humje moryha AupekTHa npuMeHa
Pyrmeose teopeme na monymuck V u dyakmje f n g. Hanme, Baxkn

oV = (dV NaD) U1,

npu demy je |g| < |f| va rparunu 0D, a camum tam Baxku |g| < | f| ma OV NOD. Mebyrum,
0Ba]j yCJIOB HUje UCIIyHheH Ha uHrepsasy I, jep je

9(0)] = 1> 0=[£(0)],

upu yemy 0 € I. IIpema rome, ue Baxu |g| < |f| na 1esnoj rpanuru OV, &
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13 PYITIEOBA TEOPEMA

Kaxo je v/3 < v/4, 1o Baxn

m+ 2km
z1 € V. aKko m camo ako 0<T<7r,
ojaksie ciaeau Jga zr € Vi camo 3a k = 0,1,2. Konauno ¢yskimja f uma 3 Hyjie y

noayaucky V. 3a cee r > /4. Crora w dyukimja h nva tauno 3 myme y V, 3a cBe r > v/4
M TIPUMETHMO JIa CBaKM KOMILIeKcaH 6poj z € H mpumana nekoMm monyiacuky V. 3a HEKO
JIOBOJBHO BEJTUKO T > v/4 (3ampaBo 10BOBHO je ja Bawu r > max{v/4, |z|}). Ha ocrosy
CBera IpeTXOIHOT ciequ Aa HyHKIMja h uMa TadHo 3 HyJsie y Topwoj noaypasau H. Tume
je 3ajlaTak y TOTITYHOCTH 3aBPITIEH. ]

e TeopemMa 0 OTBOPEHOM MPECJAUKABAMKY. X0J0MOPGMHA M HEKOHCTAHTHA (PYHKITHja
OTBOpEHe CKYIIOBe y KOMIIJIEKCHO] PABHHU MpeCIUKaBa OlleT Ha OTBOpeHe cKymoBe. Hamwe,
Bazku ciaejehe Tepheme Koje npejcraBba Teopemy 0 0MeopeHom NpPecAuKGeaby.

Hexa je f xonomoppra u wexoncmanmua pynxuujo y obracmu @ C C. Axo
je V.C Q omeopen cxyn, mada je u f(V) omsopen cryn.

Axo je V mpasan ckyn Tepheme nupekTHO caenn. 3aTO y HACTABKY PETIOCTABUMO 14 je
V # () w neka je wy € f(V) npoussompro omabpana tauka. Tana je wo = f(z0) 3a HEKO
zo € V. Oyukiyja g = f — wo je xogoMmopdHa n HeKOHCTaHTHA y objactu (), mpu deMmy
Baxku g(z9) = 0. Tazma mocroju r > 0, Tako ma Bawu D(z9,7) C V, mpu gemy dbynxmmja
¢ Hema HyJa y OpOOYIIEHOM 3aTBOPEHOM JHCKY D - (z0,7) (y cymporroM 6M Ha OCHOBY
Teopeme jemmmoctu Baxkmyio g = 0, omHocHO pyHKIHMja g O6u OMIa KOHCTAHTHA, IITO jé
uHemoryhe). Ipyrum pednma, Hyste X0J0MOpdHE U HEKOHCTAHTHE (DYHKITHje Cy H30JI0BAHE,
o gemy je Beh 6mI0 pewn y omes/pKy Koju mperxoan 3agatky 7.12. Byayhin ga menpexwmmana
PYHKITja Ha KOMITAKTY JOCTHKE MHHUMYM TOGHjaMo

e= min |g|>0.
0D(zo,r)

Heka je w € D(wy, €) nmpounssosbna tauxa. Tama 3a cse z € 0D(zg, ) Baxkn
wo — w| <& <g(2)].

[Mpumenonm PyieoBe Teopeme 3akbydyjemo ma yHKIHje g u g + wg — w = f — w umMajy
ucru 6poj myna y aucky D(zp,r). Bynyhn na dyurnuja g nma mymy y aucky D(zo,7) (jep
je g(z0) = 0), o u dbynknmja f — w nma Gap jeany Hymy y Tom aucky. Camum TuM, BaxKn
w € f(D(z0,7)) C f(V). IIpema tome, nobujamo D(wp,e) C f(V), mro 3uaun ga je ckyn
f(V) orsopen. Tume je nokazana Teopema 0 0TBOpeHOM npeciukasay, udmely ocrasor,
mpeko Pyreose Teopeme. /IupekTHa moceauiia TeopeMe o OTBOPEHOM IIPECTUKABAY jecTe
Ipunyun ouysarea obaacmu.

Hexa je f moaomoppna u nexoncmarnmmua dpynuxyuje y obaacmu QL C C. Tada
je u cxyn f() obaacm y KomnaekcHoj pachu.

Sampaso, 6yayhu q1a je Q obsact, To je () HempasaH, TOBE3aH U OTBOPEH CKYT Y KOMILIEKCHO]
pasHu. JacHo je ma je f(Q) menpaszan ckym. Takolje, on je moBesaHn Kao HEIMPEKW/IHA CIUKA
rTakBor ckyma. Ha xpajy, orBopenocr ckyna f(£2) cienn na ocaoBy Teopeme 0 0TBOpeHOM
npeciukaBamy. Jlakme, f(€) je Takohe obsacT y KOMILJIEKCHO] PABHU.

3anarak 13.17 Heka je f xomomopdua dyukimja y obmactu (), nipu uemy je bap jeaHa o1
dyuknuja Re f, Im f, | f| win arg f koucranraa. lokazaru na je f xoHcrantHa yHKIH]A.
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14 ITIBAPITOBA JIEMA U ITPUMEHE

Banarak 14.6 (IIBapi-Ilukosa siema) Heka je f : D — D xomomopdua dbyHKIHja.
HokazaTtu ma Baykn

f(Zl);f(@)
1— f(z2)f(21)

1f'(2)|
L=[f(z)? ~ 1]z

Ocmum Tora, BaxXW jemHakocT y 1° 3a Heke 21 # 2o u3 maucka D mam Baxkwu jeaHakoct y 2°
3a HeKo z € D ako u camo ako je f € Aut(D).

21 — %2
1 —292

o

3a cBe 21,29 € D

2° 3a cee z € .

Pewerve. Heka je z € D mpousBo/bHO 0ga0paHa TATKa M O3HATUMO

a = f(z). llopex rora, Heka je ¥
D——D
F=gqofop_.. I l
P—z Pa
Tana je F': D — D xonomopdua dyukiuja. IIpumernvo 1a je D F D
————— >
F(0) = ¢a(f(p-2(0))) = ¢a(f(2)) = pala) = 0. Jujarpam y3 3amarax 14.6.

[pumenowm ITsaprose meme ma Gynxmmjy F wanaznvo na saxu |[F/(0)| < 1u |F(¢)| < [C]
za cee ( € D. Cnean

1> [F(0)] = [¢h(f(9=(0))) - f(p-(0)) - £.(0)] = 1'_f|f(>’)| (1),

mrro mosawm 2°. Takobe je
[pa(f(p—=(O))] <<l (14.4)

3a cee ( € D. Ako cy 21 U 29 TTPOM3BOJBHO OabpaHe Tauke W3 jeJUHUYHOT jaucka D, Taja
saMeHoM ( = @,,(21) u 2 = 22 y (14.4) nobujamo

[P f(20) (F(21))] < |z (21)] -

Ha raj maunn cmo mokazaau 1°. Baku jemmakoct y 1° 3a Heke z1 # zo u3 gucka D min
BaKu jemHAKoCT y 2° 3a Heko z € ) ako u camMo ako BaxKu jegHakocT y okBupy llIBapriose
JieMe npuMereHe Ha (pyHKIjy F', 0HOCHO, aKO U CaMO aKo je

F= €ia]1]D),

3a HeKO « € R, mmrTo 3HauM
i
a0 fop_,=e"lp.

JIupeKTHO ce mpoBepaBa Jia, je IPeTX0/Ha jeIHAKOCT 3allpaBo eKBUBAJCHTHA Ca, YHILEHUIIOM
aa f € Aut(D). Haume, ako Baxku nperxojHa jeJHAKOCT TaJla jé TPUBUJATHO

f=¢_ao(e”lp) oy, € Aut(D).

O6pHyTo, ako Baxu f € Aut(D), rana je ¢, o f o ¢_, Takohe, ayromopduszam jeuHUTHOD
qucka D xoju tauxy 0 mpecsukasa orer v Tauky 0, omgax/e Ha ocHOBY 3ajarka 14.5, cienn
Jla OH Mopa OUTH POTaIMja, OJTHOCHO

i
SOaOfOQszze 1p,
3a Heko a € R. Twume je 3amarax KOMIJIETHPAH. g
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14 ITIBAPITOBA JIEMA U ITPUMEHE

Banarak 14.13 Hexka je f : D — D xonomopdua dyuruuja u f(a) = 0 3a Heko a € D.
HokazaTtu ma Baykn

f(z) = 9(2)¢a(2), 2z €D,
rie je g : D — D xonomopdua dyHKImja.

Pewere. Ilpema 3agarky 7.1 dyukimja
{f(z)f(a) ako je z € D\ {a}

h(Z) — zZ—a )

f(a), aKo je z =a ,

jecre xonomopdHa y jequauynom qucky D. Ilopesn Tora, Baxku
£(2) = (z — a)h(z),
3a cBe z € . Ca apyre crpane, QyHKITIja
g(z) = (1 —az)h(z), zeD,
jecre Takolje, xosomopdHa y aucky D u BaxKu
F(2) = (2 — a)h(z) = (1 = @2) h(z)pa(2) = 9(2)¢a(2),
3a cee z € D. IIpumenom Ilpapu-Ilukose jieme no6ujamo

g(a)l = (1=1a) |/ @)] = (1= o) - {200 <1

[Monoenom npumenom Isapr-IInkose eme mobujamo na 3a cee z € D\ {a} Baxkn

f(z);f(a)
1= f(a)f(z)

Ha ocnoBy mperxommor ciaenu g : D — D, unme je 3a7aTaK KOMILTIETHPAH. ([l

l9(2)| = 11— a@z] - |h(2)] = — 'V@*”“”:wim'

<1

Hamnomena 14.2 Teplheme mpeTxogHOr 33/1aTKa 0CTaje Ha, CHA3K U Y CJIy4ajy XoaoMopdHe
bynxnuje f : D — D koja 3amoBomasa yeaos f(a) = 0 3a neko a € D. Hamme, yKogmko
6u Baxkmio |f(z)| = 1 3a meko z € D, Tayma 6u Ha ocroBy llpuHimna makcuMyma hyHKIHjA
f mopasia 6Gutn KoHCTaHTHA, ITO 3ajeaHo ca ycaoBoMm f(a) = 0, nomaun f = 0. Caean
f(z) =0, wro je y kourpagukiuju ca npernocraskom ja je |f(z)| = 1. Hakse, Mopa 6uru
f:D — D, omakae Ha OCHOBY MPETXOIHOT 3aJaTKa CICIN TPAXKEHU 3aK/bydaK. O

Hamnomena 14.3 Heka jen € N, a1,...,a, € Du f: D — D xonomopdua pyHKIH]a,
npu uemy Baxku f(a;) = 03a cee j = 1,...,n. Bumecrpykom mpumenom 3agarka 14.13,
onnocuo Hamomene 14.2, nobujamo

f(2)=9(z) [[ a;(2), 2 €D,
j=1

rae je g : D — D xonomopdua dbyrknuja. Ilopexn Tora, HUuje HEONXOIHO Ja CBU aj, rae je
j=1,...,n, 6yny meljycobrno pazmuunru. Ha npumep, ako ce a; 3a Heko i € {1,...,n}
jama k € N myra y HU3y ay, .. ., a, (IITO 3ampaBo UMIUIHITATHO 3HAYM 1A je a; HyJa peja

6ap k dysxmuje f), Taga ce y npousBogy
n
1T %
j=1
jaBs/ba, hakTop gofji. %
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15

Pa3um 3anamm

V paszmarparby 3ajiaTaka KOju Cjejie HEONXO/HO je 1M03HaBamhe OCHOBHUX 03HAKA, [TOjMOBA
u TBphewma, HABEIEHUX y IPETXOAHNM ToryiasbuMa. llopen Tora, y HacTaBKy 01 KOPUCTH
MOKe BUTH M KOMOWMHOBAE HEKWX PAaHUje MPE3EeHTOBAHUX METOA, OJHOCHO PABIUIUTUX
TeXHUKa pellaBarba.

3amarak 15.1 3a komiuiekcHe Opojese a, b u ¢ Baxu
albc| + blcal + clab| = 0.

JlokazaTu 1a je
[(a—b)(b—c)(c—a)| > 3v3|abe].

Pewere. Hajnpe, yKOIUKO je HEKM OJT KOMILIEKCHUX
bpojeBa a, b m c jemgmak Opojy 0, Tama Tpaxkena
HEJeTHAKOCT TPUBUJAJTHO CJeIH. 3aTO, Y HACTABKY
IPETIOCTABUMO Ja Baxku a,b,c € C*. Ocum Tora,
yBeaumo o3Hake « = a/flal, f = b/|b| u v = ¢/|c|.
Tama Tauke «, § u v npunafajy Kpyaumu T 1 Baxkn

albc| + blca| + clab| 0

a+B+vy=
labe]

Ha ocroBy 3agarka 1.11 cienm pa tauke o,  u 7y
IPEJICTaB/bA]y TEMEHA jeJITHAKOCTPAHMYHOT TPOYTJIA.
Camum tuM, Taja je |arg o —arg 5| = 27/3. Bynyhn

Crmka y3 3agarax 15.1. ma je o = e'M8% 1o Baxu arga = arga. Ha
nctn HauwH je arg S = argb. Ilpema mperxomnom
nobujamo ma Baxku |arga — argb| = 2mw/3. Ilpema

TOME, MOYKEMO HHCATH
la=b2 = [af? + b2 — @b — ab = [af? + b — |al p| (eorEEmmED) o cHlarma—arst))
= a|® + |b]* — 2|a||b| cos | arg a — arg b| = |a|? + |b]* — 2|a||b| cos 2%
= [a]* + B + [al[?]
> 3allbl.
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1 KOMIIJIEKCHA KOMBUHATOPUKA

3a mare peamre 6pojese a u b Baxkm e2™(0-a)

ToMe, UMajyhu y Buly 9urbeHuIly Ja je

= 1 ako u camo ako je b —a € Z. Ilpema

b 1 L
/ 627r1x dr = . e27r1a:
a 2mi a

JIOJIA3UMO JI0 3aKJbYUKa J1a BayKU

_ L (€2mb B 627ria) _ o2mia (627ri(b—a) B 1)
2mi 27 ’

b
/eQde:o aKo U caMo ako b —a € Z.
a

[TperxoaH0 MO06MjEHO CBOjCTBO MOXKEMO NCKOPUCTHUTH 33 PernaBame caeaeher KoMOUHATOPHOT
npobaema.

IIpumep 1.4 [Jaru npasoyraonuk P usgemen je ma mpasoyraonuke P ca meDhycobno
JUCJyHKTHUM YHYTPAITBOCTHMA, Te je j = 1,2,. .., n, Ipr 9eMy CBAaKHU 0] TPABOYTAOHNKA
Pj nma crpanune mapasesHe oArosapajyiuM cTpaHHIaMa HOYETHOr IPABOYTaOHHK3 P u
nMa Oap jemHy cTpaHuily mneaodbpojue myxume. Jlokazarm ga mpaBoyraoHumk P mma 6ap
JETHY CTpaHUITy MeI0OpPOjHe TYKUAHE.

Pewerwe. Ilpe cBera, mpeTmnocTaBUMO Ja je

npasoyraonuk P cumemrren y pasan R? Tako y
Jla Cy My CTpaHuIle apaJieJHe KOOPAMHATHIM
ocama. Moxemo mmcaTn d¢---- p
P = [a.5] x [e.d]. Lo
Comaro je P;
Cjo——-——
Py = laj, bj] x [¢j, djl,
Ce-———-

zacsej =1,2,...,n, 6ynyhu ga cy crpanwnrte
CBAKOT OJ1 JaTUX NpaByraoHuka P; mapaJenne

> — — — —

Y S——
S
<
s
S S

KoOpawHATHUM ocama. llopes Tora, cBaku 0 0

IIpaBOYTOHMKa P} Ha Koje je n3JIe/beH II09eTHI

NpaBoyraoHuk P, wMa HEKy Of CTPaHUIA

nesobpojue myxume. CamMum THM, 3a CBe Comxa ys Ipumep 1.4.
Jj=1,2,...,n,06ap jenan oz 6pojesa bj —a; u d; —c;, KOju npecTaBbajy Ay?KUHE CTPAHIIIA

npaBoyraoHuka P, jecre meo 6poj. Kopucrehn ysonna pasmaTpama Koja IPETX0Je 0OBOM
npumepy J06ujamo

b d.
// 627ri(96+y) d$dy _ </ 7 e27|-iz dx) . (/ 7 627riy dy) — 0’
P; a; cj

J J

3a cBe j = 1,2,...,n. 3aTuM, HAJIA3UMO

b d n
</ e?mx dx) . </ e?my dy) _ // e?m(m-ﬁ-y) dxdy _ Z// 627r1(x+y) dxdy =0,
a c P j=1 P;

oflakJIe caean
b d
/ ™ Ay =0 nm / 2™y dy = 0.
a C

Y mpBoMm cayuajy je b —a € Z, 10K y ApyroMm cayuajy Baxu d — ¢ € Z. Crora, moueTHn
npaBoyraoHuk P uma 6ap jelHy CTpaHUILY 1eJ00pOjHE JTyKIHE. g
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