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Óâîä

Îñíîâó îâå çáèðêå çàäàòàêà, êîjà jå íàìå»åíà ïî÷åòíîì è jåäíîñåìåñòðàëíîì êóðñó
èç êîìïëåêñíå àíàëèçå, ÷èíå îäãîâàðàjó£è ìàòåðèjàëè ñà âåæáè è ïðåäàâà»à, êîjå jå
àóòîð äðæàî ó îêâèðó êóðñåâà Óâîä ó êîìïëåêñíó àíàëèçó è Êîìïëåêñíå ôóíêöèjå

íà Ìàòåìàòè÷êîì ôàêóëòåòó, Óíèâåðçèòåòà ó Áåîãðàäó è êîjè ïðàòå ïëàí è ïðîãðàì
ïîìåíóòèõ êóðñåâà. Èìàjó£è ó âèäó äà ñó òåìå êîjå ñå îáðà¢ójó íà óâîäíèì êóðñåâèìà
êîìïëåêñíå àíàëèçå ó äîáðîj ìåðè ñòàíäàðäèçîâàíå, îâàêâà çáèðêà çàäàòàêà ìîæå
áèòè îä êîðèñòè è íà äðóãèì êóðñåâèìà ñà ñëè÷íîì òåìàòèêîì.

Ó ñâàêîj îä óêóïíî ïåòíàåñò ãëàâà êîjå óëàçå ó ñàñòàâ îâå çáèðêå çàäàòàêà,
íàëàçè ñå ïî äâàäåñåò ïîñåáíî îäàáðàíèõ è äåòà§íî ðåøåíèõ çàäàòàêà. Ïðèëèêîì
îäàáèðà çàäàòàêà, íà ïðèìàðíîì ìåñòó jå áèëà »èõîâà ðàçíîâðñíîñò, êàêî ó ïîãëåäó
òåæèíå, òàêî è ó ïîãëåäó ïðåçåíòîâà»à ðàçëè÷èòèõ òåõíèêà íåîïõîäíèõ çà »èõîâî
ðåøàâà»å, óç íàïîìåíó, äà jå ó ñëó÷àjó ïîjåäèíèõ, íàj÷åø£å ðà÷óíñêèõ çàäàòàêà, ãäå
jå ïîòðåáíî îñòâàðèòè íåîïõîäíó ðóòèíó, îáåçáå¢åí âå£è áðîj çàäàòàêà ñà ñëè÷íîì
òåõíèêîì ðåøàâà»à. Jåäàí äåî çàäàòàêà jå îðèãèíàëàí, äðóãè äåî çàäàòàêà jå ñà
ïèñìåíèõ èñïèòà êîjå jå àóòîð ïðåäëàãàî íà âå£ ïîìåíóòèì êóðñåâèìà, äîê jå òðå£è
äåî çàäàòàêà ïðåóçåò ó íåêîì îáëèêó èç íàâåäåíå ëèòåðàòóðå (êîðèñíî jå ïîãëåäàòè
è íåêó îä ñëåäå£èõ çáèðêè çàäàòàêà ñà ñëè÷íîì òåìàòèêîì [4, 16, 26, 36, 40, 46, 49]).
Èñòàêíèìî äà jå çà óñâàjà»å îäðå¢åíèõ ïîjìîâà êîìïëåêñíå àíàëèçå, íåîïõîäíî
ïîçíàâà»å îñíîâíèõ åëåìåíàòà ðåàëíå àíàëèçå (íà ïðèìåð, ïîãëåäàòè [27] è [44]).
Ñâàêà îä ïîìåíóòèõ ïåòíàåñò ãëàâà ñíàáäåâåíà jå îäãîâàðàjó£èì òåîðèjñêèì óâîäîì,
ãäå ñó íàâåäåíå îñíîâíå îçíàêå, ïîjìîâè è òâð¢å»à, êîjà ñó íåîïõîäíà çà ðåøàâà»å
çàäàòàêà êîjè ïðèïàäàjó òîj ãëàâè. Äîêàçè ñâèõ íàâåäåíèõ òâð¢å»à, îäíîñíî òåîðåìà,
ìîãó ñå íà£è ó ïîïèñàíîj ëèòåðàòóðè (âèäåòè íåêå îä êëàñè÷íèõ ê»èãà, ðàäîâà
è ìîíîãðàôèjà [1�3, 7�15, 18�25, 28�35, 37�39, 41�43, 45, 47, 48, 50]). Çáèðêó çàäàòàêà
ïðàòè è âåëèêè áðîj èëóñòðàöèjà, êîjå áè òðåáàëî äà äîïðèíåñó êâàëèòåòó äàòèõ
ðåøå»à è áî§åì ðàçóìåâà»ó ñàìèõ çàäàòàêà. Ïîðåä òîãà, çáîã îáèìà ìàòåðèjå êîjó
òðåáà óïîçíàòè ó jåäíîñåìåñòðàëíîì êóðñó è »åãîâèõ ìîãó£èõ ïðèîðèòåòà, ïîjåäèíè
äåëîâè îâå çáèðêå çàäàòàêà ìîãó áèòè èçîñòàâ§åíè, øòî ñå ïîñåáíî îäíîñè íà
èçäâîjåíå îäå§êå ó êîjèìà ñå íàâîäè, íåðåòêî ñà äîêàçîì, íåêî îä êëàñè÷íèõ òâð¢å»à
êîìïëåêñíå àíàëèçå êîjå ïðóæà äóá§è óâèä ó òåìàòèêó ãëàâå ó êîjîj ñå íàëàçè, àëè
íèjå íåîïõîäíî çà îäðæàâà»å ñàìîã êóðñà.

Ïðâå äâå ãëàâå îâå çáèðêå çàäàòàêà ñó ïîñâå£åíå êîìïëåêñíèì áðîjåâèìà, »èõîâîj
ïîëàðíîj ôîðìè è åêñïîíåíöèjàëíîj ôóíêöèjè, êàî jåäíîj îä îñíîâíèõ åëåìåíòàðíèõ
ôóíêöèjà. Öåíòðàëíè îájåêòè êîìïëåêñíå àíàëèçå, õîëîìîðôíå ôóíêöèjå, ðàçìàòðàjó
ñå ó òðå£îj ãëàâè. Ó ÷åòâðòîj ãëàâè ñó çàñòóï§åíà áèëèíåàðíà ïðåñëèêàâà»à è »èõîâà
îñíîâíà ñâîjñòâà. Ïåòà ãëàâà äîíîñè ïîjàì êîìïëåêñíîã èíòåãðàëà, äîê ñå ó øåñòîj
ãëàâè çàïðàâî ðàçìàòðàjó îñíîâíå èíòåãðàëíå òåîðåìå êîìïëåêñíå àíàëèçå, Êîøèjåâà
òåîðåìà è Êîøèjåâà èíòåãðàëíà ôîðìóëà. Òåjëîðîâ ðàçâîj õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà
jåñòå òåìà ñåäìå ãëàâå. Çàòèì, ïîðåä Ëèóâèëîâå òåîðåìå, ó îñìîj ãëàâè ñå ïðîó÷àâàjó
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êîíâåêñíè ñêóïîâè ó êîìïëåêñíîj ðàâíè è Îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðå. Íåêà îä ãëàâíèõ
ñâîjñòàâà õîëîìîðôíèõ ôóíêöèjà êîjà ñó ïðåäñòàâ§åíà êëàñè÷íèì òâð¢å»èìà,
êàî øòî ñó Òåîðåìà jåäèíîñòè è Ïðèíöèï ìàêñèìóìà, èçó÷àâàjó ñå ó äåâåòîj è
äåñåòîj ãëàâè, òèì ðåäîì. Ëîðàíîâ ðàçâîj è èçîëîâàíè ñèíãóëàðèòåòè jåñó òåìàòèêà
jåäàíàåñòå ãëàâå. Êîøèjåâà òåîðåìà î îñòàöèìà, óç »åíå âåëèêå ïðèìåíå, jåñòå
çàñòóï§åíà ó äâàíàåñòîj ãëàâè. Òåîðåìà êîjà ñå îäíîñè íà áðîj íóëà õîëîìîðôíèõ
ôóíêöèjà, îäíîñíî Ðóøåîâà òåîðåìà, ðàçìàòðà ñå ó òðèíàåñòîj ãëàâè, äîê ñå ó
÷åòðíàåñòîj ãëàâè ðàçìàòðà Øâàðöîâà ëåìà, êàî jåäíà îä ôóíäàìåíòàëíèõ ïîñëåäèöà
Ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Íà êðàjó, ïåòíàåñòà, ójåäíî è ïîñëåä»à ãëàâà, ñàäðæè ðàçíå
çàäàòêå èç ïðåòõîäíî íàâåäåíèõ îáëàñòè.

Ñà äðóãå ñòðàíå, çáèðêà çàäàòàêà èìà è äâà äîäàòêà. Ïðâè äîäàòàê ñå îäíîñè íà
èíòåðåñàíòíó ïðèìåíó êîìïëåêñíèõ áðîjåâà ó ðåøàâà»ó êîìáèíàòîðíèõ ïðîáëåìà
(çà âèøå èíôîðìàöèjà ïîãëåäàòè [5, 6]). Îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðå jåñòå ðàçìàòðàíà
è äîêàçàíà ó îñìîj ãëàâè, êàî jåäíà îä ïîñëåäèöà Ëèóâèëîâå òåîðåìå. Ó äðóãîì
äîäàòêó jå íàâåäåí äîêàç Îñíîâíå òåîðåìå àëãåáðå êîjè êàî ñóøòèíñêè åëåìåíò
êîðèñòè Ïðèíöèï ìèíèìóìà èç äåñåòå ãëàâå, ïðè ÷åìó ñå Ïðèíöèï ìèíèìóìà çà
ïîëèíîìå ìîæå èçâåñòè è åëåìåíòàðíî. Íàâåäåíè åëåìåíòàðàí äîêàç Îñíîâíå òåîðåìå
àëãåáðå áàçèðàí jå íà ðàäó [17].

Ïîñåáíî æåëèì äà ñå çàõâàëèì ðåöåíçåíòèìà êîjè ñó ïàæ§èâî ïðî÷èòàëè ðóêîïèñ
ó ïðâîáèòíîì îáëèêó è èçíåëè íèç êîðèñíèõ ïðèìåäáè è ñóãåñòèjà, ÷èìå ñó çíà÷àjíî
äîïðèíåëè »åãîâîì áî§åì êâàëèòåòó.

Áîáàí Êàðàïåòðîâè£
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1 ÏÎ�Å ÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÕ ÁÐÎJÅÂÀ

Çàäàòàê 1.4 Íåêà ñó z1, z2 è z3 òåìåíà ∆ABC ó êîìïëåêñíîj ðàâíè. Äîêàçàòè äà jå
∆ABC jåäíàêîñòðàíè÷àí àêî è ñàìî àêî âàæè z2

1 + z2
2 + z2

3 = z1z2 + z2z3 + z3z1.

z1(A)

z2(B)

z3(C)

|α|

|β|

|γ|

C

Ñëèêà óç Çàäàòàê 1.4.

Ðåøå»å. Íåêà jå α = z2−z1, β = z3−z2 è γ = z1−z3.
Òàäà ñòðàíèöå AB, BC è CA èìàjó äóæèíå |α|, |β| è
|γ|, òèì ðåäîì. Íàjïðå, ïðåòïîñòàâèìî äà jå ∆ABC
jåäíàêîñòðàíè÷àí. Òàäà jå

|α| = |β| = |γ|. (1.3)

Ïðèìåòèìî äà jå α+ β + γ = 0, îäàêëå äîáèjàìî

|α|2

α
+
|β|2

β
+
|γ|2

γ
= α+ β + γ = 0. (1.4)

Êîðèñòå£è (1.3) è (1.4) çàê§ó÷ójåìî äà jå

1

α
+

1

β
+

1

γ
= 0,

îäàêëå ïîñëå ìíîæå»à ñà αβγ äîáèjàìî äà âàæè
αβ+βγ+γα = 0, øòî jå åêâèâàëåíòíî ñà jåäíàêîñòè

(z2 − z1)(z3 − z2) + (z3 − z2)(z1 − z3) + (z1 − z3)(z2 − z1) = 0,

îäíîñíî ñà z2
1 +z2

2 +z2
3 = z1z2+z2z3+z3z1. Ñà äðóãå ñòðàíå, àêî ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè

z2
1 + z2

2 + z2
3 = z1z2 + z2z3 + z3z1, òàäà íà îñíîâó ïðåòõîäíîã âàæè è αβ + βγ + γα = 0.

Äîáèjàìî äà jå αβ = −γ(α+ β) = γ2. Ñëåäè

ααββγγ = (αβ)(αβ)|γ|2 = γ2γ2|γ|2 = |γ|6.

Íà ñëè÷àí íà÷èí, íàëàçèìî äà âàæè ααββγγ = |α|6 è ααββγγ = |β|6. Êîíà÷íî,
èìàìî äà jå |α|6 = |β|6 = |γ|6, îäíîñíî |α| = |β| = |γ|, øòî ïîâëà÷è äà jå ∆ABC
jåäíàêîñòðàíè÷àí. Òèìå jå çàäàòàê çàâðøåí. �

Çàäàòàê 1.5 Íåêà jå n ∈ N è z1, . . . , zn ∈ C, ïðè ÷åìó âàæè |z1| = . . . = |zn| = 1 è
íåêà jå

z =

 n∑
j=1

zj

 ·
 n∑
j=1

1

zj

 .

Äîêàçàòè äà âàæè 0 ≤ z ≤ n2.

Ðåøå»å. Óî÷èìî äà âàæè 1 = |zj |2 = zj ·zj , îäàêëå jå 1
zj

= zj çà ñâå j = 1, . . . , n. Ñëåäè

z =

 n∑
j=1

zj

 ·
 n∑
j=1

zj

 =

 n∑
j=1

zj

 ·
 n∑
j=1

zj

 =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

zj

∣∣∣∣∣∣
2

≥ 0.

Ïîðåä òîãà, âàæè

z =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

zj

∣∣∣∣∣∣
2

≤

 n∑
j=1

|zj |

2

= n2,

÷èìå jå çàäàòàê çàâðøåí. �
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2 ÏÎËÀÐÍÀ ÔÎÐÌÀ È ÅÊÑÏÎÍÅÍÖÈJÀËÍÀ ÔÓÍÊÖÈJÀ

Çàäàòàê 2.20 Íåêà jå n ≥ 3 ïðèðîäàí áðîj è íåêà ñó f è g ïîëèíîìè ñà ðåàëíèì
êîåôèöèjåíòèìà, òàêâè äà òà÷êå (f(1), g(1)), (f(2), g(2)), . . . , (f(n), g(n)) ïðåäñòàâ§àjó
òåìåíà ïðàâèëíîã n-òîóãëà ó R2 ïîðå¢àíà ó ïîçèòèâíîì ñìåðó. Äîêàçàòè äà jå

max {deg f, deg g} ≥ n− 1.

Ðåøå»å. Óî÷èìî ïîëèíîì h = f + ig ó êîìïëåêñíîj ðàâíè è íåêà jå d = deg h. Òàäà
jå d = max {deg f, deg g} è äîâî§íî jå äîêàçàòè äà âàæè d ≥ n − 1. Ïðèìåòèìî äà
òàäà òà÷êå h(1), h(2), . . . , h(n) ïðåäñòàâ§àjó òåìåíà ïðàâèëíîã n-òîóãëà ó êîìïëåêñíîj

ðàâíè C ïîðå¢àíà ó ïîçèòèâíîì ñìåðó. Îçíà÷èìî ñà ξ = e
2πi
n ïðèìèòèâàí n-òè

êîðåí jåäèíèöå. Òà÷êå ξ, ξ2, . . . , ξn = 1 ïðåäñòàâ§àjó òåìåíà ïðàâèëíîã n-òîóãëà
óïèñàíîã ó jåäèíè÷íó êðóæíèöó T ïîðå¢àíà ó ïîçèòèâíîì ñìåðó. Îäãîâàðàjó£îì
êîìïîçèöèjîì òðàíñëàöèjå, ðîòàöèjå è õîìîòåòèjå ó êîìïëåêñíîj ðàâíè n-òîóãàî ñà
òåìåíèìà h(1), h(2), . . . , h(n) ìîæåìî ïðåñëèêàòè íà êàíîíñêè n-òîóãàî ñà òåìåíèìà
ξ, ξ2, . . . , ξn, òàêî äà ñå òåìå h(j) ïðâîáèòíîã n-òîóãëà ïðåñëèêà íà òåìå ξj êàíîíñêîã
n-òîóãëà, çà ñâå j = 1, 2, . . . , n (âèäåòè ñëèêó èñïîä).

h(1)

h(2)

h(n)

0
ξn

ξξ2

T

0
ξn

ξξ2

T

0
ξn

ξξ2

T

òðàíñëàöèjà ðîòàöèjà õîìîòåòèjà

Ñëèêà óç Çàäàòàê 2.20.

Ïðåìà òîìå, ïîñòîjè ëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å ó êîìïëåêñíîj ðàâíè êîjå n-òîóãàî
ñà òåìåíèìà h(1), h(2), . . . , h(n) ïðåñëèêàâà íà êàíîíñêè n-òîóãàî ñà òåìåíèìà
ξ, ξ2, . . . , ξn, ïðè ÷åìó ñå òåìå h(j) ïðâîáèòíîã n-òîóãëà ïðåñëèêàâà íà òåìå ξj

êàíîíñêîã n-òîóãëà, çà ñâå j = 1, 2, . . . , n. Äàêëå, ïîñòîjå êîìïëåêñíè áðîjåâè a ∈ C×
è b ∈ C, òàêâè äà âàæè

ah(j) + b = ξj ,

çà ñâå j = 1, 2, . . . , n. Óî÷èìî ïîëèíîì p(z) = ah(z) + b ó êîìïëåêñíîj ðàâíè. Òàäà jå
deg p = deg h = d è âàæè p(j) = ξj çà ñâå j = 1, 2, . . . , n. Êîíà÷íî, óî÷èìî ïîëèíîì

q(z) = p(z + 1)− ξp(z).

Êàêî jå ïîëèíîì p ñòåïåíà d ìîæåìî ãà çàïèñàòè ó îáëèêó p(z) = cdz
d + . . .+ c1z+ c0,

çà íåêå êîìïëåêñíå áðîjåâå c0, c1, . . . , cd, ïðè ÷åìó jå cd 6= 0. Òàäà jå

q(z) = cd(z + 1)d + . . .+ c1(z + 1) + c0 − ξ
(
cdz

d + . . .+ c1z + c0

)
= cd(1− ξ)zd + . . . ,

øòî çíà÷è äà jå deg q = d, jåð jå cd(1− ξ) 6= 0. Ñà äðóãå ñòðàíå, âàæè

q(j) = p(j + 1)− ξp(j) = ξj+1 − ξ · ξj = 0,

çà ñâå j = 1, 2, . . . , n−1. Ñëåäè äà ïîëèíîì q èìà áàð n−1 íóëó ó êîìïëåêñíîj ðàâíè,
îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà âàæè d ≥ n− 1. Òèìå jå äîêàç çàâðøåí. �
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Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã âàæè

Re f =
f + f

2
∈ H(Ω) è Im (Re f) = 0 ó Ω.

Äàêëå, õîëîìîðôíà ôóíêöèjà Re f èìà êîíñòàíòàí èìàãèíàðàí äåî ó îáëàñòè Ω.
Ïðèìåíîì Çàäàòêà 3.3 ñëåäè äà jå Re f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà. Ïîíîâíîì ïðèìåíîì
Çàäàòêà 3.3 íà ôóíêöèjó f (êîjà ñàäà èìà êîíñòàíòàí ðåàëàí äåî) äîáèjàìî äà jå è
ôóíêöèjà f êîíñòàíòíà ó îáëàñòè Ω, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè. ♦

Çàäàòàê 3.5 Íåêà jå ôóíêöèjà f õîëîìîðôíà ó òà÷êè z0 ∈ C. Äîêàçàòè äà jå
ôóíêöèjà g = Re f õîëîìîðôíà ó òà÷êè z0 àêî è ñàìî àêî jå ôóíêöèjà f êîíñòàíòíà
ó íåêîj îêîëèíè òà÷êå z0.

Ðåøå»å. Íàjïðå, ïðåòïîñòàâèìî äà jå ôóíêöèjà f êîíñòàíòíà ó íåêîj îêîëèíè òà÷êå
z0. Òàäà ïîñòîjè îòâîðåí ñêóï U êîjè ñàäðæè òà÷êó z0, òàêàâ äà jå f êîíñòàíòíà
ôóíêöèjà ó U . Ñëåäè äà jå è ôóíêöèjà g = Re f êîíñòàíòíà ó îêîëèíè U . Ñàìèì òèì,

z0

D(z0, r)

W

V

Ñëèêà óç Çàäàòàê 3.5.

g jå è äèôåðåíöèjàáèëíà ôóíêöèjà ó òîj îêîëèíè. Äàêëå,
ôóíêöèjà g jå õîëîìîðôíà ó òà÷êè z0. Ñà äðóãå ñòðàíå,
ó íàñòàâêó ïðåòïîñòàâèìî äà jå ôóíêöèjà g õîëîìîðôíà
ó òà÷êè z0. Òàäà ïîñòîjè îòâîðåí ñêóï V êîjè ñàäðæè
òà÷êó z0, òàêàâ äà jå ôóíêöèjà f äèôåðåíöèjàáèëíà ó V .
Ñëè÷íî, ïîñòîjè è îòâîðåí ñêóï W êîjè ñàäðæè òà÷êó z0,
òàêàâ äà jå ôóíêöèjà g = Re f äèôåðåíöèjàáèëíà ó W .
Âàæè z0 ∈ V ∩W è êàêî jå V ∩W îòâîðåí ñêóï, òî ïîñòîjè
r > 0, òàêî äà jå D(z0, r) ⊂ V ∩W , ãäå jå D(z0, r) îòâîðåí
äèñê ñà öåíòðîì ó z0 ïîëóïðå÷íèêà r. Äîáèjàìî

g ∈ H (D(z0, r)) è Im g = Im(Re f) = 0.

Ïðèìåíîì Çàäàòêà 3.3 çàê§ó÷ójåìî äà jå g = Re f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà ó äèñêó
D(z0, r). Ïîíîâíîì ïðèìåíîì Çàäàòêà 3.3 íà ôóíêöèjó f ∈ H(D(z0, r)), êîjà èìà
êîíñòàíòàí ðåàëàí äåî ó äèñêó D(z0, r), íàëàçèìî äà è ôóíêöèjà f ìîðà áèòè
êîíñòàíòíà ó äèñêó D(z0, r). Ïðåìà òîìå, ôóíêöèjà f jå êîíñòàíòíà ó íåêîj îêîëèíè
òà÷êå z0 è òèìå jå çàäàòàê çàâðøåí. �

Çàäàòàê 3.6 Íåêà jå f = u + iv õîëîìîðôíà ôóíêöèjà ó îáëàñòè Ω ó êîìïëåêñíîj
ðàâíè, ïðè ÷åìó âàæè:

(à) Ôóíêöèjà eu cos v jå êîíñòàíòíà ó îáëàñòè Ω;

(á) Ôóíêöèjà u2 − v jå êîíñòàíòíà ó îáëàñòè Ω.

Äîêàçàòè äà jå ôóíêöèjà f êîíñòàíòíà ó îáëàñòè Ω.

Ðåøå»å. (à) Ôóíêöèjà ef jå õîëîìîðôíà ó îáëàñòè Ω, êàî êîìïîçèöèjà òàêâèõ.
Ïðèìåòèìî äà âàæè

Re
(
ef
)

= Re (eu(cos v + i sin v)) = eu cos v.

Ñëåäè äà jå ôóíêöèjà Re
(
ef
)
êîíñòàíòíà ó Ω, òàêî äà íà îñíîâó Çàäàòêà 3.3 íàëàçèìî

äà jå è ôóíêöèjà ef êîíñòàíòíà ó îáëàñòè Ω. Òàäà jå

0 =
(
ef
)′

= ef · f ′ ó Ω,
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Òåîðåìà 4.3 Íåêà jå K ïðàâà èëè êðóæíèöà ó êîìïëåêñíîj ðàâíè è w = φ(z)
áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å. Òàäà ñó òà÷êå z è z∗ ñèìåòðè÷íå ó îäíîñó íà K àêî è

ñàìî àêî ñó òà÷êå φ(z) è φ(z∗) ñèìåòðè÷íå ó îäíîñó íà φ(K).

Çàäàòàê 4.2 Îäðåäèòè ñëèêó jåäèíè÷íå êðóæíèöå T è ïîëóäèñêà

P = {z ∈ D : Re z > 0} ,

ïðè áèëèíåàðíîì ïðåñëèêàâà»ó

w = φ(z) =
z

1− z
.

Ïîðåä òîãà, äîêàçàòè äà jå

Re
z

1− z
> −1

2
,

çà ñâå z ∈ D.

Ðåøå»å. Âàæè

w = φ(z) =
z

1− z
=
−(1− z) + 1

1− z
= −1 + (−1) ·

(
1

z − 1

)
.

Êîðèñòå£è ïðåòõîäíî äîáèjåíó äåêîìïîçèöèjó áèëèíåàðíîã ïðåñëèêàâà»à w = φ(z)
îäðå¢ójåìî ñëèêó φ(T).

0 1

T

z-ðàâàí

w1 = z − 1

0−1

T
w2 = 1

w1

èíâåðçèjà − 1
2

w = −1− w2

− 1
2

w-ðàâàí

Ïðâà ñëèêà óç Çàäàòàê 4.2.

Íàèìå, ïðâî òðàíñëàöèjîì w1 = z − 1 èç z-ðàâíè ïðåëàçèìî ó w1-ðàâàí, ïðè ÷åìó
ñå êðóæíèöà |z| = 1 ñëèêà íà êðóæíèöó |w1 + 1| = 1. Çàòèì ñå äîáèjåíà êðóæíèöà
|w1 + 1| = 1 ñëèêà èíâåðçèjîì w2 = 1/w1 êîjà çàïðàâî ïðåäñòàâ§à èíâåðçèjó ó îäíîñó
íà jåäèíè÷íó êðóæíèöó T ó w1-ðàâíè. Áóäó£è äà êðóæíèöà |w1 + 1| = 1 ñàäðæè
òà÷êó 0 êîjà ïðåäñòàâ§à öåíòàð êðóæíèöå T ó îäíîñó íà êîjó ñå âðøè èíâåðçèjà,
»åíà èíâåðçíà ñëèêà ìîðà áèòè ïðàâà è òî îíà êîjà ïðîëàçè êðîç äâå ïðåñå÷íå òà÷êå
ïîäóäàðíèõ êðóæíèöà |w1 + 1| = 1 è T. Äàêëå, îäãîâàðàjó£à ñëèêà ó w2-ðàâíè jå
ïðàâà Rew2 = −1/2. Íà êðàjó, ïîñëåä»à îïåðàöèjà èç äåêîìïîçèöèjå áèëèíåàðíîã
ïðåñëèêàâà»à w = φ(z) jåñòå äàòà ñà w = −1−w2, êîjîì ñå ïðàâà Rew2 = −1/2 ñëèêà
íà èñòó òó ïðàâó Rew = −1/2 èç w-ðàâíè. Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã äîáèjàìî

φ(T) =

{
w ∈ C : Rew = −1

2

}
.

Ñà äðóãå ñòðàíå, ïðèìåòèìî äà jåäèíè÷íà êðóæíèöà T äåëè z-ðàâàí íà jåäèíè÷íè
äèñê D è íà îáëàñò E = {z ∈ C : |z| > 1}. Òàêî¢å, ïðàâà φ(T) äåëè w-ðàâàí íà äâå
ïîëóðàâíè:

Π1 =

{
w ∈ C : Rew < −1

2

}
è Π2 =

{
w ∈ C : Rew > −1

2

}
.
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w = φ(z)

0 0−1 − 1
2

Π1 Π2

T

D

φ(T)E

z-ðàâàí w-ðàâàí

Äðóãà ñëèêà óç Çàäàòàê 4.2.

Èìàjó£è ó âèäó äà jå ñêóï φ(D) ïîâåçàí, êàî íåïðåêèäíà ñëèêà òàêâîã è äà jå
áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å w = φ(z) áèjåêöèjà, äîëàçèìî äî çàê§ó÷êà äà âàæè

φ(D) = Π1 èëè φ(D) = Π2.

Ìå¢óòèì, êàêî âàæè φ(0) = 0 ∈ Π2, ïðè ÷åìó 0 ∈ D, òî ìîðà áèòè

φ(D) = Π2. (4.2)

Íà îñíîâó (4.2) ñëåäè äà çà ñâå z ∈ D âàæè

φ(z) ∈ Π2,

îäàêëå jå

Re
z

1− z
= Reφ(z) > −1

2
,

øòî jå è òðåáàëî ïîêàçàòè. Ó íàñòàâêó, ñëèêó φ(P ) îäðå¢ójåìî êàî ó ïðâîì äåëó
çàäàòêà êîðèñòå£è íàâåäåíó äåêîìïîçèöèjó áèëèíåàðíîã ïðåñëèêàâà»à w = φ(z).

0
P

1

T

w1 = z − 1

0−1

T
w2 = 1

w1

èíâåðçèjà − 1
2

w = −1− w2

− 1
2

Òðå£à ñëèêà óç Çàäàòàê 4.2.

Ïðèìåòèìî äà ñå ãðàíèöà ïîëóäèñêà P ñàñòîjè îä ëèíèjñêîã ñåãìåíòà êîjè jå îäðå¢åí
ïðàâîì Re z = 0 è îäãîâàðàjó£åã ïîëóêðóæíîã äåëà êîjè jå îäðå¢åí jåäèíè÷íîì
êðóæíèöîì T. Âå£ ñìî îïèñàëè äåjñòâî áèëèíåàðíîã ïðåñëèêàâà»à φ íà êðóæíèöó
T. Øòî ñå òè÷å ïðàâå Re z = 0, îíà ñå íàjïðå òðàíñëàöèjîì w1 = z − 1 ïðåâîäè íà
ïðàâó Rew1 = −1. Áóä£è äà ïðàâà Rew1 = −1 íå ñàäðæè òà÷êó 0 êîjà jå öåíòàð
èíâåðçèjå ó îäíîñó íà êðóæíèöó T ó w1-ðàâíè, »åíà ñëèêà ïðè òîj èíâåðçèjè jåñòå
êðóæíèöà êîjà ñàäðæè öåíòàð èíâåðçèjå, îäíîñíî òà÷êó 0. Îñèì òîãà, òà êðóæíèöà
ìîðà äà ñàäðæè òà÷êó −1 êîjà jå ôèêñíà òà÷êà èíâåðçèjå ó îäíîñó íà T, jåð è ïðàâà
Rew1 = −1 ñàäðæè òà÷êó −1. Êîíà÷íî, òà êðóæíèöà jåñòå ñèìåòðè÷íà ó îäíîñó
íà ðåàëíó îñó, jåð jå ïðàâà Rew1 = −1 òàêâà. Ñòîãà, çàê§ó÷ójåìî äà jå ñëèêà
ïðàâå Rew1 = −1 ïðè èíâåðçèjè w2 = 1/w1 çàïðàâî êðóæíèöà |w2 + 1/2| = 1/2.
Íà òàj íà÷èí ñìî ïðåñëèêàëè ãðàíèöå ïîëóäèñêà P , îäàêëå ñå ïðåìà íà÷èíó íà
êîjè èíâåðçèjà äåjñòâójå äèðåêòíî íàëàçè ñëèêà ïîëóäèñêà P . Íàïîìåíèìî äà ñå
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îäãîâàðàjó£å ãðàôè÷êî îájàø»å»å ìîæå âèäåòè íà íàðåäíîj ñëèöè, ãäå jå ïîêàçàíî
êàêî ñå ïîjåäèíè äåëîâè òðàíñëèðàíîã ïîëóäèñêà ïðåñëèêàâàjó ïðè èíâåðçèjè ó
îäíîñó íà jåäèíè÷íó êðóæíèöó T, ïðè ÷åìó ñå èñòî îñåí÷åíè äåëîâè ïðåñëèêàâàjó
jåäàí íà äðóãè ó îäíîñó íà ïîìåíóòó èíâåðçèjó.

T

10−2 Re

Im

w1-ðàâàí

×åòâðòà ñëèêà óç Çàäàòàê 4.2.

Äàêëå, îäãîâàðàjó£à ñëèêà ïî÷åòíîã ïîëóäèñêà ó w2-ðàâíè jåñòå ïðåäñòàâ§åíà ñêóïîì
òà÷àêà w2 ∈ C çà êîjå âàæè Rew2 < −1/2 è |w2 + 1/2| > 1/2. Íàêîí ïîñëåä»åã
ïðåñëèêàâà»à w = −1− w2 òàj ñêóï ïðåëàçè ó îäãîâàðàjó£è ñêóï òà÷àêà èç w-ðàâíè,
îäíîñíî ó ñêóï òà÷àêà w ∈ C êîjå çàäîâî§àâàjó óñëîâå Rew > −1/2 è |w+ 1/2| > 1/2.
Ïðåìà òîìå, äîáèjàìî

φ(P ) =

{
w ∈ C : Rew > −1

2
è

∣∣∣∣w +
1

2

∣∣∣∣ > 1

2

}
.

Òèìå jå çàäàòàê ó ïîòïóíîñòè çàâðøåí. �

Çàäàòàê 4.3 Äàòî jå áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å w = φ(z), ïðè ÷åìó âàæè

φ(0) = 1, φ(i) =∞ è φ(∞) = 2.

(à) Îäðåäèòè φ(D).

(á) Àêî ñó z1, z2, z3 è z4 ðåøå»à jåäíà÷èíå

φ(z)4 = 1,

èçðà÷óíàòè (
z2

1 + 1
)
·
(
z2

2 + 1
)
·
(
z2

3 + 1
)
·
(
z2

4 + 1
)
.

Ðåøå»å. Áóäó£è äà çà äàòî áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å w = φ(z) âàæè

0, i,∞ φ7−→ 1,∞, 2,
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Çàäàòàê 6.5 Äàòà jå õîëîìîðôíà ôóíêöèjà f : D → C è íåêà jå γ(t) = f(aeit) çà ñâå
t ∈ [0, 2π], ïðè ÷åìó âàæè 0 < a < 1. Äîêàçàòè äà jå `(γ) ≥ 2πa|f ′(0)|.

0 a 1
D

γa

γ = f ◦ γa

f

Ñëèêà óç Çàäàòàê 6.5.

Ðåøå»å. Íåêà jå γa ïîçèòèâíî îðèjåíòèñàíà êðóæíèöà ñà öåíòðîì ó òà÷êè 0
ïîëóïðå÷íèêà a, îäíîñíî, íåêà jå γa(t) = aeit çà ñâå t ∈ [0, 2π]. Òàäà âàæè

`(γ) =

∫
γ
|dz| =

∫ 2π

0
|γ′(t)|dt =

∫ 2π

0

∣∣f ′(aeit)aieit
∣∣ dt

=

∫ 2π

0

∣∣f ′(γa(t))∣∣ · ∣∣γ′a(t)∣∣dt
=

∫
γa

|f ′(z)| |dz|.

Çàòèì, êîðèñòå£è Êîøèjåâó èíòåãðàëíó ôîðìóëó, àëè ïðèìå»åíó íà ôóíêöèjó f ′ è
Îñíîâíó èíòåãðàëíó íåjåäíàêîñò, äîáèjàìî

|f ′(0)| =
∣∣∣∣ 0!

2πi

∫
γa

f ′(z)

z
dz

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
γa

|f ′(z)|
|z|

|dz| = 1

2πa

∫
γa

|f ′(z)| |dz| = 1

2πa
· `(γ),

îäíîñíî, âàæè 2πa|f ′(0)| ≤ `(γ). �

Çàäàòàê 6.6 Íåêà jå f : C → C öåëà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó âàæè f(0) = 3 è f ′(0) = 1.
Èçðà÷óíàòè ∫ 2π

0
f
(
eix
)

cos2(x/2) dx.

Ðåøå»å. Îçíà÷èìî ñà I ïðåòõîäíè èíòåãðàë. Ïðèìåòèìî äà âàæè

I =

∫ 2π

0
f
(
eix
) 1 + cosx

2
dx =

1

2

∫ 2π

0
f
(
eix
)(

1 +
eix + e−ix

2

)
dx.

Óâî¢å»åì ñìåíå z = eix, ïðè ÷åìó âàæè dz = ieixdx = izdx è èìàjó£è ó âèäó äà
ïðåñëèêàâà»å x 7→ eix èíòåðâàë [0, 2π] ñëèêà íà jåäèíè÷íó êðóæíèöó ñà öåíòðîì ó
òà÷êè 0, äîáèjàìî

I =
1

2

∫
γ
f(z)

(
1 +

z + 1/z

2

)
dz

iz
=

1

4i

∫
γ

f(z)

z

(
2 + z +

1

z

)
dz,

ãäå jå γ ïîçèòèâíî îðèjåíòèñàíà êðóæíèöà ñà öåíòðîì ó òà÷êè 0 ïîëóïðå÷íèêà 1.
Ïðåìà òîìå, âàæè

I =
1

2i

∫
γ

f(z)

z
dz +

1

4i

∫
γ
f(z) dz +

1

4i

∫
γ

f(z)

z2
dz.
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7 ÒÅJËÎÐÎÂ ÐÀÇÂÎJ

Çàäàòàê 7.12 Íåêà jå f õîëîìîðôíà ôóíêöèjà ó îáëàñòè Ω ⊂ C è f ′(z0) 6= 0 çà íåêî
z0 ∈ Ω. Äîêàçàòè äà ïîñòîjè r > 0, òàêî äà jå D(z0, r) ⊂ Ω è äà çà ñâå 0 < ε < r âàæè∫

∂D(z0,ε)

1

f(z)− f(z0)
dz =

2πi

f ′(z0)
.

D(z0, R)

D(z0, r)

D(z0, ε)

z0

Ω

Ñëèêà óç Çàäàòàê 7.12.

Ðåøå»å. Ïîñòîjè R > 0 òàêî äà jå D(z0, R) ⊂ Ω. Êàêî
âàæè f ′(z0) 6= 0, òî jå ôóíêöèjà f íåêîíñòàíòíà. Ñëåäè
äà jå f − f(z0) õîëîìîðôíà è íåêîíñòàíòíà ôóíêöèjà
êîjà ñå íóëèðà ó òà÷êè z0 ∈ Ω. Áóäó£è äà ñó íóëå
õîëîìîðôíå è íåêîñòàíòíå ôóíêöèjå èçîëîâàíå, òî ïîñòîjè
r ∈ (0, R), òàêî äà ôóíêöèjà f − f(z0) íåìà íóëà ó

ïðîáóøåíîì çàòâîðåíîì äèñêó D
×

(z0, r). Ïîêàæèìî äà
òàêâî r èñïó»àâà òðàæåíå óñëîâå. Íàjïðå, ïðèìåòèìî äà
âàæè D(z0, r) ⊂ D(z0, R) ⊂ Ω. Çàòèì, óî÷èìî ôóíêöèjó

g(z) =

{
f(z)−f(z0)

z−z0 , àêî je z ∈ D×(z0, r)

f ′(z0), àêî je z = z0

.

Ïðåìà Çàäàòêó 7.1 ôóíêöèjà g jå õîëîìîðôíà ó äèñêó
D(z0, r) è ïîðåä òîãà, íà îñíîâó ïðåòõîäíèõ ðàçìàòðà»à, îíà íåìà íóëà ó òîì äèñêó.
Ñòîãà jå è ôóíêöèjà h = 1/g õîëîìîðôíà ó äèñêó D(z0, r). Íåêà jå 0 < ε < r
ïðîèçâî§íî. Ïðèìåíîì Êîøèjåâå èíòåãðàëíå ôîðìóëå íàëàçèìî∫

∂D(z0,ε)

h(z)

z − z0
dz = 2πih(z0). (7.5)

Îñèì òîãà, âàæè

h(z0) =
1

g(z0)
=

1

f ′(z0)
.

Òàêî¢å jå

h(z)

z − z0
=

1

g(z)
· 1

z − z0
=

z − z0

f(z)− f(z0)
· 1

z − z0
=

1

f(z)− f(z0)
,

çà ñâå z ∈ ∂D(z0, ε). Çàìåíîì ó (7.5) äîáèjàìî∫
∂D(z0,ε)

1

f(z)− f(z0)
dz =

2πi

f ′(z0)
,

÷èìå jå çàäàòàê çàâðøåí. �

Çàäàòàê 7.13 Íåêà jå f : C→ C öåëà ôóíêöèjà è n ∈ N.
(à) Äîêàçàòè äà âàæè

f (n)(0) =
n!

π

∫ 2π

0
e−int Re f

(
eit
)

dt.

(á) Àêî jå f(0) = 1 è Re f(z) > 0 çà ñâå z ∈ D, äîêàçàòè äà âàæè∣∣∣f (n)(0)
∣∣∣ ≤ 2n!.
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7 ÒÅJËÎÐÎÂ ÐÀÇÂÎJ

Íà êðàjó çàê§ó÷ójåìî∣∣∣f (n)(0)
∣∣∣ (7.10)

≤ n!

π

∫ 2π

0

∣∣Re f
(
eit
)∣∣ dt (7.9)

=
n!

π

∫ 2π

0
Re f

(
eit
)

dt
(7.8)
= 2n!,

÷èìå jå çàäàòàê êîìïëåòèðàí. �

• Ïàðñåâàëîâà ôîðìóëà. Êàî ïîñëåäèöó Òåjëîðîâîã ðàçâîjà õîëîìîðôíå ôóíêöèjå
ó äèñêó äîáèjàìî ñëåäå£å òâð¢å»å êîjå ïðåäñòàâ§à Ïàðñåâàëîâó ôîðìóëó.

Íåêà jå R > 0 è f : D(0, R)→ C õîëîìîðôíà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó âàæè

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n,

çà ñâå z ∈ D(0, R). Òàäà jå

1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣f (reiθ
)∣∣∣2 dθ =

∞∑
n=0

|an|2 r2n,

çà ñâå 0 < r < R.

Ñòåïåíè ðåä èç ïðåòõîäíîã Òåjëîðîâîã ðàçâîjà ôóíêöèjå f ó äèñêó D(0, R) ðàâíîìåðíî
êîíâåðãèðà íà êîìïàêòíèì ïîäñêóïîâèìà òîã äèñêà. Ñàìèì òèì, ó ðàçìàòðà»ó êîjå
ñëåäè, äîçâî§åíà jå ïðîìåíà ðåäîñëåäà èíòåãðàöèjå è ñóìèðà»à, îäíîñíî âàæè

1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣f (reiθ
)∣∣∣2 dθ =

1

2π

∫ 2π

0
f
(
reiθ

)
· f (reiθ) dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

∞∑
n=0

anr
neinθ

∞∑
k=0

akr
ke−ikθ dθ

=
∞∑
n=0

∞∑
k=0

anakr
n+k 1

2π

∫ 2π

0
ei(n−k)θ dθ

(5.4)
=

∞∑
n=0

|an|2 r2n,

øòî çàïðàâî ïðåäñòàâ§à òðàæåíó ôîðìóëó.

Çàäàòàê 7.14 Íåêà jå k ∈ N, M > 0 è f : C→ C öåëà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó âàæè∫ 2π

0

∣∣∣f (reiθ
)∣∣∣2 dθ ≤Mr2k,

çà ñâå 0 < r < ∞. Äîêàçàòè äà ïîñòîjè êîíñòàíòà c ∈ C, òàêî äà âàæè f(z) = czk çà
ñâå z ∈ C.

Ðåøå»å. Îçíà÷èìî ñà

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n, z ∈ C,
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8

Ëèóâèëîâà òåîðåìà è ïîñëåäèöå

Óêîëèêî jå ôóíêöèjà f õîëîìîðôíà è íåêîíñòàíòíà ó êîìïëåêñíîj ðàâíè, îä
èíòåðåñà jå èñïèòàòè âåëè÷èíó »åíå ñëèêå, îäíîñíî ñêóïà f(C). Èñïîñòàâ§à ñå äà
ïîä ïðåòõîäíî íàâåäåíèì óñëîâèìà, ñëèêà f(C) íå ìîæå áèòè îãðàíè÷åí ñêóï ó
êîìïëåêñíîj ðàâíè. Ïîðåä òîãà, ìîæå ñå ïîêàçàòè äà jå ñëèêà öåëå è íåêîíñòàíòíå
ôóíêöèjå ãóñò ñêóï ó êîìïëåêñíîj ðàâíè.

Òåîðåìà 8.1 (Ëèóâèëîâà òåîðåìà) Íåêà jå f : C→ C öåëà è îãðàíè÷åíà ôóíêöèjà.

Òàäà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.

Çàäàòàê 8.1 Íåêà jå f öåëà ôóíêöèjà è f(z) = f(z + 1) = f(z + i) çà ñâå z ∈ C.
Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.

0 1 2-2 -1

i

2i

−i

−2iz

K

Ñëèêà óç Çàäàòàê 8.1.

Ðåøå»å. Óî÷èìî êâàäðàò K = [0, 1] × [0, 1] ó
êîìïëåêñíîj ðàâíè C. Ôóíêöèjà |f | jå íåïðåêèäíà
ó êîìïëåêñíîj ðàâíè è íà êîìïàêòó K äîñòèæå ñâîj
ìàêñèìóì, îäíîñíî, íåêà jå M = max{|f(z)| : z ∈ K}.
Òàêî¢å, êàêî jå ïðåìà ãîðå íàâåäåíîì óñëîâó çàäàòêà
f(z) = f(z + 1) = f(z + i) çà ñâå z ∈ C, òî èíäóêòèâíî
ñëåäè f(z) = f(z+m+ ni) çà ñâå z ∈ C è ñâå m,n ∈ Z.
Íåêà jå ñàäà z = x + iy ∈ C ïðîèçâî§íî îäàáðàí
êîìïëåêñàí áðîj. Ïðèìåòèìî äà òàäà çàïðàâî âàæè
f(x+iy) = f(x+iy−bxc−ibyc) = f(x−bxc+i (y − byc)),
jåð jå −bxc ∈ Z è −byc ∈ Z (ïðè ÷åìó jå ñà b·c îçíà÷åíà
ôóíêöèjà óçèìà»à öåëîã äåëà). Îñèì òîãà, êàêî âàæè
x − bxc ∈ [0, 1] è y − byc ∈ [0, 1], òî äîáèjàìî äà
jå x − bxc + i (y − byc) ∈ K. Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã,
íàëàçèìî äà âàæè f(z) = f(x− bxc+ i (y − byc)) ≤M .
Äàêëå, çà ñâå òà÷êå z èç êîìïëåêñíå ðàâíè C, âàæè |f(z)| ≤M . Ïðåìà òîìå, ïðèìåíîì
Ëèóâèëîâå òåîðåìå ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå ôóíêöèjà f êîíñòàíòíà. �

Çàäàòàê 8.2 Íåêà jå f : C → C öåëà ôóíêöèjà, òàêâà äà jå |f(z)| ≤ c|z|λ + d çà ñâå
z ∈ C, ãäå ñó λ, c è d íåíåãàòèâíå êîíñòàíòå. Äîêàçàòè äà jå f ïîëèíîì ñòåïåíà íå
âå£åã îä bλc.

Ðåøå»å. Êàêî jå ôóíêöèjà f õîëîìîðôíà ó êîìïëåêñíîj ðàâíè, ìîæå ñå ïðåäñòàâèòè
ó îáëèêó

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n, z ∈ C,

132



9 ÒÅÎÐÅÌÀ JÅÄÈÍÎÑÒÈ

Çàäàòàê 9.19 Íåêà jå f : C→ C öåëà ôóíêöèjà è f(R) ⊂ T. Äîêàçàòè äà ôóíêöèjà
f íåìà íóëà ó êîìïëåêñíîj ðàâíè C.

Ðåøå»å. Íà îñíîâó Íàïîìåíå 9.2 ôóíêöèjà f∗(z) = f (z), z ∈ C jå öåëà. Çà ñâå x ∈ R,
âàæè f(x) ∈ T è ñàìèì òèì jå

1 = |f(x)|2 = f(x) · f(x).

Ôóíêöèjà g = f · f∗ jå öåëà ôóíêöèjà êàî ïðîèçâîä òàêâèõ ôóíêöèjà. Ïîðåä òîãà, íà
îñíîâó ïðåòõîäíîã âàæè

g(x) = f(x) · f∗(x) = f(x) · f (x) = f(x) · f(x) = 1,

çà ñâå x ∈ R. Ïðåìà òîìå, g = 1 íà R. Ïðèìåíîì Òåîðåìå jåäèíîñòè äîáèjàìî äà jå
g = 1 ó C, îäíîñíî g(z) = f(z) · f∗(z) = 1 çà ñâå z ∈ C. Ñëåäè f(z) 6= 0 çà ñâå z ∈ C,
øòî çíà÷è äà ôóíêöèjà f íåìà íóëà ó êîìïëåêñíîj ðàâíè. �

Çàäàòàê 9.20 Íåêà jå f : C→ C öåëà ôóíêöèjà,

`0 = {z ∈ C : Im z = 0} è `1 = {z ∈ C : Im z = 1},

ïðè ÷åìó âàæè f(`0 ∪ `1) ⊂ `0. Äîêàçàòè äà jå f(z + 2i) = f(z) çà ñâå z ∈ C.

Re

Im

0

z

z

i

−i

`0

`1

`−1

+i

+i

Ñëèêà óç Çàäàòàê 9.20.

Ðåøå»å. Ôóíêöèjà f∗(z) = f (z), z ∈ C jå öåëà ôóíêöèjà
(Íàïîìåíà 9.2). Çà z ∈ `0, âàæè z = z è f(z) = f(z), jåð
jå f(`0) ⊂ `0, òàêî äà jå f = f∗ íà `0. Òåîðåìà jåäèíîñòè
ïîâëà÷è äà jå

f = f∗ ó C.

Ñà äðóãå ñòðàíå, íåêà jå h(z) = f(z + 2i) − f(z) çà ñâå
z ∈ C. Òàäà jå h öåëà ôóíêöèjà. Îñèì òîãà, îçíà÷èìî

`−1 = {z ∈ C : Im z = −1}.

Íåêà jå z ∈ `−1 ïðîèçâî§íî îäàáðàíà òà÷êà. Ïðèìåòèìî
äà òàäà âàæè z = z+ 2i ∈ `1. Óêîëèêî èñêîðèñòèìî ïðåòïîñòàâêó f(`1) ⊂ `0, äîáèjàìî
äà jå

h(z) = f (z)− f(z) = f (z)− f(z) = f∗(z)− f(z) = 0.

Äàêëå, âàæè
h = 0 íà ïðàâîj `−1,

îäíîñíî, íà îñíîâó Òåîðåìå jåäèíîñòè, ñëåäè

h = 0 ó C.

Ñàìèì òèì, çà ñâå z ∈ C âàæè f(z + 2i) = f(z) è òèìå jå çàäàòàê çàâðøåí. �
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Çàäàòàê 10.19 Íåêà jå f : D → C íåïðåêèäíà ôóíêöèjà, êîjà jå õîëîìîðôíà ó
jåäèíè÷íîì äèñêó D, ïðè ÷åìó âàæè |f(z)| ≤M çà ñâå z ∈ D è |f(z)| ≤ m çà ñâå z ∈ L,
ãäå jå

L =

{
z ∈ D : Re z = −1

2

}
.

Äîêàçàòè äà jå
|f(0)| ≤ 3

√
mM2.

2π
3

L

T

D

0
1

e
2πi
3

e
4πi
3

Ñëèêà óç Çàäàòàê 10.19.

Ðåøå»å. Îçíà÷èìî ñà T jåäíàêîñòðàíè÷àí òðîóãàî ñà

òåìåíèìà 1, e
2πi
3 è e

4πi
3 . Ïðèìåòèìî äà òàäà ëèíèjñêè

ñåãìåíò L ïðåäñòàâ§à jåäíó îä ñòðàíèöà òðîóãëà T . Îñèì
òîãà, çà ïðîèçâî§íî z ∈ ∂T òà÷êå

z, ze
2πi
3 , ze

4πi
3 ,

îáè¢ó ñâàêó îä ñòðàíèöà òðîóãëà T . Ñàìèì òèì, óî÷èìî
ôóíêöèjó

g(z) = f(z) · f
(
ze

2πi
3

)
· f
(
ze

4πi
3

)
,

ãäå jå z ∈ D. Ôóíêöèjà g jå õîëîìîðôíà ó jåäèíè÷íîì
äèñêó D è íåïðåêèäíà ó »åãîâîì çàòâîðå»ó. Ïîðåä òîãà,
íà îñíîâó ïðåòõîäíèõ ðàçìàòðà»à, çà ñâå z ∈ ∂T âàæè |g(z)| ≤ m ·M ·M = mM2.
Êîðèñòå£è Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äîáèjàìî äà âàæè

|f(0)|3 = |g(0)| ≤ max
T
|g| = max

∂T
|g| ≤ mM2,

îäàêëå äèðåêòíî ñëåäè òðàæåíè çàê§ó÷àê. �

Çàäàòàê 10.20 Íåêà jå n ∈ N è f : D→ C íåïðåêèäíà ôóíêöèjà, êîjà jå õîëîìîðôíà
ó jåäèíè÷íîì äèñêó D, ïðè ÷åìó âàæè f = 1 íà ëóêó

` =

{
eiθ : 0 ≤ θ ≤ 2π

n

}
,

jåäèíè÷íå êðóæíèöå T. Äîêàçàòè äà jå f = 1 ó D.

0

D

T

1

`

e
2πi
n

2π
n

Ñëèêà óç Çàäàòàê 10.20.

Ðåøå»å. Íåêà jå g(z) = f(z) − 1 çà ñâå z ∈ D. Ôóíêöèjà g
jå õîëîìîðôíà ó jåäèíè÷íîì äèñêó D è íåïðåêèäíà ó »åãîâîì
çàòâîðå»ó. Òàêî¢å, âàæè g = 0 íà ëóêó `. Çàòèì, îçíà÷èìî

h(z) = g(z) · g
(
ze

2πi
n

)
· . . . · g

(
ze

2π(n−1)i
n

)
,

ãäå jå z ∈ D. Íàðàâíî, ôóíêöèjà h jå õîëîìîðôíà ó jåäèíè÷íîì
äèñêó D è íåïðåêèäíà ó »åãîâîì çàòâîðå»ó. Çà ïðîèçâî§íî

z ∈ T íåêà îä òà÷àêà z, ze
2πi
n , . . . , ze

2π(n−1)i
n ïðèïàäà ëóêó `,

øòî ïîâëà÷è h(z) = 0. Äàêëå, äîáèjàìî äà âàæè h = 0 íà
jåäèíè÷íîj êðóæíèöè T. Ó íàñòàâêó, äèðåêòíîì ïðèìåíîì

Ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íàëàçèìî äà jå

max
D
|h| = max

T
|h| = 0,
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0 2−2

V

I

D

V −

C

×

×

×

z0

z0

x0

Re

Im

Ñëèêà óç Çàäàòàê 13.11.

Ðåøå»å. Íåêà jå f(z) = z7 è g(z) = ez çà ñâå
z ∈ C. Áðîj ðåøå»à jåäíà÷èíå z7 + ez = 0
ó ïîëóäèñêó V jåäíàê jå çàïðàâî áðîjó íóëà
ôóíêöèjå h = f + g ó òîì ïîëóäèñêó è îçíà÷èìî
òàj áðîj ñà m. Ïîðåä òîãà, íåêà jå I = (−2, 2) è

V − = {z ∈ C : |z| < 2, Im z < 0}.

Òàêî¢å, îçíà÷èìî ñà n áðîj íóëà ôóíêöèjå h
íà èíòåðâàëó I. Äà§å, ïðèìåòèìî (âèäåòè è
Çàäàòàê 2.1) äà âàæè

h(z) = z7 + ez = z7 + ez = h(z).

Ñïåöèjàëíî, êîìïëåêñàí áðîj z0 jå íóëà
ôóíêöèjå h àêî è ñàìî àêî jå z0 íóëà òå
ôóíêöèjå. Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã è ÷è»åíèöå äà

ñó ïîëóäèñêîâè V è V − ñèìåòðè÷íè ó îäíîñó íà ðåàëíó îñó, ñëåäè äà ôóíêöèjà h
èìà èñòè áðîj íóëà ó òèì ïîëóäèñêîâèìà. Äàêëå, ôóíêöèjà f èìà òàêî¢å m íóëà ó
ïîëóäèñêó V −. Íåêà jå D = D(0, 2) è êàêî âàæè

D = V ∪ I ∪ V −,

ïðè ÷åìó ñó ñêóïîâè V , I è V − ìå¢óñîáíî äèñjóíêòíè, òî äîáèjàìî äà ôóíêöèjà h èìà
m+ n+m = 2m+ n íóëà ó äèñêó D. Çà z ∈ ∂D âàæè

|g(z)| = |ez| = eRe z ≤ e|z| = e2 < 27 = |z7| = |f(z)|.

Ïðèìåíîì Ðóøåîâå òåîðåìå äîáèjàìî äà ôóíêöèjå f è f + g = h èìàjó èñòè áðîj íóëà
ó äèñêó D, îäíîñíî ôóíêöèjà h èìà 7 íóëà ó òîì äèñêó. Ñàìèì òèì, âàæè 2m+n = 7.
Ñà äðóãå ñòðàíå, àêî x ∈ I íàëàçèìî

h′(x) = 7x6 + ex > 0,

øòî çíà÷è äà jå ôóíêöèjà h ñòðîãî ðàñòó£à íà èíòåðâàëó I. Áóäó£è äà âàæè

h(−2) = −27 + e−2 < 0 è h(2) = 27 + e2 > 0,

ñëåäè äà ôóíêöèjà h èìà òà÷íî jåäíó íóëó x0 íà èíòåðâàëó I. Ïðåìà òîìå, äîáèjàìî
äà jå n = 1. Êîíà÷íî, âàæè

2m+ n = 2m+ 1 = 7,

îäàêëå jå m = 3. Ñòîãà, jåäíà÷èíà z7 + ez = 0 èìà òà÷íî 3 ðåøå»à ó ïîëóäèñêó V . �

Íàïîìåíà 13.2 Ïðèìåòèìî äà ó Çàäàòêó 13.11 íèjå ìîãó£à äèðåêòíà ïðèìåíà
Ðóøåîâå òåîðåìå íà ïîëóäèñê V è ôóíêöèjå f è g. Íàèìå, âàæè

∂V = (∂V ∩ ∂D) ∪ I,

ïðè ÷åìó jå |g| < |f | íà ãðàíèöè ∂D, à ñàìèì òèì âàæè |g| < |f | íà ∂V ∩∂D. Ìå¢óòèì,
îâàj óñëîâ íèjå èñïó»åí íà èíòåðâàëó I, jåð jå

|g(0)| = 1 > 0 = |f(0)|,

ïðè ÷åìó 0 ∈ I. Ïðåìà òîìå, íå âàæè |g| < |f | íà öåëîj ãðàíèöè ∂V . ♦
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Êàêî jå 6
√

3 < 6
√

4, òî âàæè

zk ∈ Vr àêî è ñàìî àêî 0 <
π + 2kπ

6
< π,

îäàêëå ñëåäè äà zk ∈ Vr ñàìî çà k = 0, 1, 2. Êîíà÷íî ôóíêöèjà f èìà 3 íóëå ó
ïîëóäèñêó Vr çà ñâå r >

6
√

4. Ñòîãà è ôóíêöèjà h èìà òà÷íî 3 íóëå ó Vr çà ñâå r >
6
√

4
è ïðèìåòèìî äà ñâàêè êîìïëåêñàí áðîj z ∈ H ïðèïàäà íåêîì ïîëóäñèêó Vr çà íåêî
äîâî§íî âåëèêî r > 6

√
4 (çàïðàâî äîâî§íî jå äà âàæè r > max{ 6

√
4, |z|}). Íà îñíîâó

ñâåãà ïðåòõîäíîã ñëåäè äà ôóíêöèjà h èìà òà÷íî 3 íóëå ó ãîð»îj ïîëóðàâíè H. Òèìå
jå çàäàòàê ó ïîòïóíîñòè çàâðøåí. �

• Òåîðåìà î îòâîðåíîì ïðåñëèêàâà»ó. Õîëîìîðôíà è íåêîíñòàíòíà ôóíêöèjà
îòâîðåíå ñêóïîâå ó êîìïëåêñíîj ðàâíè ïðåñëèêàâà îïåò íà îòâîðåíå ñêóïîâå. Íàèìå,
âàæè ñëåäå£å òâð¢å»å êîjå ïðåäñòàâ§à Òåîðåìó î îòâîðåíîì ïðåñëèêàâà»ó.

Íåêà jå f õîëîìîðôíà è íåêîíñòàíòíà ôóíêöèjà ó îáëàñòè Ω ⊂ C. Àêî
jå V ⊂ Ω îòâîðåí ñêóï, òàäà jå è f(V ) îòâîðåí ñêóï.

Àêî jå V ïðàçàí ñêóï òâð¢å»å äèðåêòíî ñëåäè. Çàòî ó íàñòàâêó ïðåòïîñòàâèìî äà jå
V 6= ∅ è íåêà jå w0 ∈ f(V ) ïðîèçâî§íî îäàáðàíà òà÷êà. Òàäà jå w0 = f(z0) çà íåêî
z0 ∈ V . Ôóíêöèjà g = f − w0 jå õîëîìîðôíà è íåêîíñòàíòíà ó îáëàñòè Ω, ïðè ÷åìó
âàæè g(z0) = 0. Òàäà ïîñòîjè r > 0, òàêî äà âàæè D(z0, r) ⊂ V , ïðè ÷åìó ôóíêöèjà

g íåìà íóëà ó ïðîáóøåíîì çàòâîðåíîì äèñêó D
×

(z0, r) (ó ñóïðîòíîì áè íà îñíîâó
Òåîðåìå jåäèíîñòè âàæèëî g ≡ 0, îäíîñíî ôóíêöèjà g áè áèëà êîíñòàíòíà, øòî jå
íåìîãó£å). Äðóãèì ðå÷èìà, íóëå õîëîìîðôíå è íåêîíñòàíòíå ôóíêöèjå ñó èçîëîâàíå,
î ÷åìó jå âå£ áèëî ðå÷è ó îäå§êó êîjè ïðåòõîäè Çàäàòêó 7.12. Áóäó£è äà íåïðåêèäíà
ôóíêöèjà íà êîìïàêòó äîñòèæå ìèíèìóì äîáèjàìî

ε = min
∂D(z0,r)

|g| > 0.

Íåêà jå w ∈ D(w0, ε) ïðîèçâî§íà òà÷êà. Òàäà çà ñâå z ∈ ∂D(z0, r) âàæè

|w0 − w| < ε ≤ |g(z)|.

Ïðèìåíîì Ðóøåîâå òåîðåìå çàê§ó÷ójåìî äà ôóíêöèjå g è g + w0 − w = f − w èìàjó
èñòè áðîj íóëà ó äèñêó D(z0, r). Áóäó£è äà ôóíêöèjà g èìà íóëó ó äèñêó D(z0, r) (jåð
jå g(z0) = 0), òî è ôóíêöèjà f −w èìà áàð jåäíó íóëó ó òîì äèñêó. Ñàìèì òèì, âàæè
w ∈ f(D(z0, r)) ⊂ f(V ). Ïðåìà òîìå, äîáèjàìî D(w0, ε) ⊂ f(V ), øòî çíà÷è äà jå ñêóï
f(V ) îòâîðåí. Òèìå jå äîêàçàíà Òåîðåìà î îòâîðåíîì ïðåñëèêàâà»ó, èçìå¢ó îñòàëîã,
ïðåêî Ðóøåîâå òåîðåìå. Äèðåêòíà ïîñëåäèöà Òåîðåìå î îòâîðåíîì ïðåñëèêàâà»ó jåñòå
Ïðèíöèï î÷óâà»à îáëàñòè.

Íåêà jå f õîëîìîðôíà è íåêîíñòàíòíà ôóíêöèjà ó îáëàñòè Ω ⊂ C. Òàäà
jå è ñêóï f(Ω) îáëàñò ó êîìïëåêñíîj ðàâíè.

Çàïðàâî, áóäó£è äà jå Ω îáëàñò, òî jå Ω íåïðàçàí, ïîâåçàí è îòâîðåí ñêóï ó êîìïëåêñíîj
ðàâíè. Jàñíî jå äà jå f(Ω) íåïðàçàí ñêóï. Òàêî¢å, îí jå ïîâåçàí êàî íåïðåêèäíà ñëèêà
òàêâîã ñêóïà. Íà êðàjó, îòâîðåíîñò ñêóïà f(Ω) ñëåäè íà îñíîâó Òåîðåìå î îòâîðåíîì
ïðåñëèêàâà»ó. Äàêëå, f(Ω) jå òàêî¢å îáëàñò ó êîìïëåêñíîj ðàâíè.

Çàäàòàê 13.17 Íåêà jå f õîëîìîðôíà ôóíêöèjà ó îáëàñòè Ω, ïðè ÷åìó jå áàð jåäíà îä
ôóíêöèjà Re f , Im f , |f | èëè arg f êîíñòàíòíà. Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.
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Çàäàòàê 14.6 (Øâàðö-Ïèêîâà ëåìà) Íåêà jå f : D → D õîëîìîðôíà ôóíêöèjà.
Äîêàçàòè äà âàæè

1◦

∣∣∣∣∣ f(z1)− f(z2)

1− f(z2)f(z1)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ z1 − z2

1− z2z1

∣∣∣∣ çà ñâå z1, z2 ∈ D;

2◦
|f ′(z)|

1− |f(z)|2
≤ 1

1− |z|2
çà ñâå z ∈ D.

Îñèì òîãà, âàæè jåäíàêîñò ó 1◦ çà íåêå z1 6= z2 èç äèñêà D èëè âàæè jåäíàêîñò ó 2◦

çà íåêî z ∈ D àêî è ñàìî àêî jå f ∈ Aut(D).

D D

D D

f

ϕaϕ−z

F

Äèjàãðàì óç Çàäàòàê 14.6.

Ðåøå»å. Íåêà jå z ∈ D ïðîèçâî§íî îäàáðàíà òà÷êà è îçíà÷èìî
a = f(z). Ïîðåä òîãà, íåêà jå

F = ϕa ◦ f ◦ ϕ−z.

Òàäà jå F : D→ D õîëîìîðôíà ôóíêöèjà. Ïðèìåòèìî äà jå

F (0) = ϕa(f(ϕ−z(0))) = ϕa(f(z)) = ϕa(a) = 0.

Ïðèìåíîì Øâàðöîâå ëåìå íà ôóíêöèjó F íàëàçèìî äà âàæè |F ′(0)| ≤ 1 è |F (ζ)| ≤ |ζ|
çà ñâå ζ ∈ D. Ñëåäè

1 ≥
∣∣F ′(0)

∣∣ =
∣∣ϕ′a(f(ϕ−z(0))) · f ′(ϕ−z(0)) · ϕ′−z(0)

∣∣ =
|f ′(z)|

1− |f(z)|2
·
(
1− |z|2

)
,

øòî ïîâëà÷è 2◦. Òàêî¢å jå
|ϕa(f(ϕ−z(ζ)))| ≤ |ζ|, (14.4)

çà ñâå ζ ∈ D. Àêî ñó z1 è z2 ïðîèçâî§íî îäàáðàíå òà÷êå èç jåäèíè÷íîã äèñêà D, òàäà
çàìåíîì ζ = ϕz2(z1) è z = z2 ó (14.4) äîáèjàìî∣∣ϕf(z2)(f(z1))

∣∣ ≤ |ϕz2(z1)| .

Íà òàj íà÷èí ñìî ïîêàçàëè 1◦. Âàæè jåäíàêîñò ó 1◦ çà íåêå z1 6= z2 èç äèñêà D èëè
âàæè jåäíàêîñò ó 2◦ çà íåêî z ∈ D àêî è ñàìî àêî âàæè jåäíàêîñò ó îêâèðó Øâàðöîâå
ëåìå ïðèìå»åíå íà ôóíêöèjó F , îäíîñíî, àêî è ñàìî àêî jå

F = eiα
1D,

çà íåêî α ∈ R, øòî çíà÷è
ϕa ◦ f ◦ ϕ−z = eiα

1D.

Äèðåêòíî ñå ïðîâåðàâà äà jå ïðåòõîäíà jåäíàêîñò çàïðàâî åêâèâàëåíòíà ñà ÷è»åíèöîì
äà f ∈ Aut(D). Íàèìå, àêî âàæè ïðåòõîäíà jåäíàêîñò òàäà jå òðèâèjàëíî

f = ϕ−a ◦
(
eiα

1D
)
◦ ϕz ∈ Aut(D).

Îáðíóòî, àêî âàæè f ∈ Aut(D), òàäà jå ϕa ◦ f ◦ϕ−z òàêî¢å, àóòîìîðôèçàì jåäèíè÷íîã
äèñêà D êîjè òà÷êó 0 ïðåñëèêàâà îïåò ó òà÷êó 0, îäàêëå íà îñíîâó Çàäàòêà 14.5, ñëåäè
äà îí ìîðà áèòè ðîòàöèjà, îäíîñíî

ϕa ◦ f ◦ ϕ−z = eiα
1D,

çà íåêî α ∈ R. Òèìå jå çàäàòàê êîìïëåòèðàí. �
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Çàäàòàê 14.13 Íåêà jå f : D → D õîëîìîðôíà ôóíêöèjà è f(a) = 0 çà íåêî a ∈ D.
Äîêàçàòè äà âàæè

f(z) = g(z)ϕa(z), z ∈ D,
ãäå jå g : D→ D õîëîìîðôíà ôóíêöèjà.

Ðåøå»å. Ïðåìà Çàäàòêó 7.1 ôóíêöèjà

h(z) =

{
f(z)−f(a)

z−a , àêî je z ∈ D \ {a}

f ′(a), àêî je z = a
,

jåñòå õîëîìîðôíà ó jåäèíè÷íîì äèñêó D. Ïîðåä òîãà, âàæè

f(z) = (z − a)h(z),

çà ñâå z ∈ D. Ñà äðóãå ñòðàíå, ôóíêöèjà

g(z) = (1− az)h(z), z ∈ D,

jåñòå òàêî¢å, õîëîìîðôíà ó äèñêó D è âàæè

f(z) = (z − a)h(z) = (1− az)h(z)ϕa(z) = g(z)ϕa(z),

çà ñâå z ∈ D. Ïðèìåíîì Øâàðö-Ïèêîâå ëåìå äîáèjàìî

|g(a)| =
(
1− |a|2

) ∣∣f ′(a)
∣∣ =

(
1− |a|2

)
· |f ′(a)|

1− |f(a)|2
≤ 1.

Ïîíîâíîì ïðèìåíîì Øâàðö-Ïèêîâå ëåìå äîáèjàìî äà çà ñâå z ∈ D \ {a} âàæè

|g(z)| = |1− az| · |h(z)| = 1

|ϕa(z)|
· |f(z)− f(a)| = 1

|ϕa(z)|
·

∣∣∣∣∣ f(z)− f(a)

1− f(a)f(z)

∣∣∣∣∣ ≤ 1.

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã ñëåäè g : D→ D, ÷èìå jå çàäàòàê êîìïëåòèðàí. �

Íàïîìåíà 14.2 Òâð¢å»å ïðåòõîäíîã çàäàòêà îñòàjå íà ñíàçè è ó ñëó÷àjó õîëîìîðôíå
ôóíêöèjå f : D → D êîjà çàäîâî§àâà óñëîâ f(a) = 0 çà íåêî a ∈ D. Íàèìå, óêîëèêî
áè âàæèëî |f(z)| = 1 çà íåêî z ∈ D, òàäà áè íà îñíîâó Ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ôóíêöèjà
f ìîðàëà áèòè êîíñòàíòíà, øòî çàjåäíî ñà óñëîâîì f(a) = 0, ïîâëà÷è f ≡ 0. Ñëåäè
f(z) = 0, øòî jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà ïðåòïîñòàâêîì äà jå |f(z)| = 1. Äàêëå, ìîðà áèòè
f : D→ D, îäàêëå íà îñíîâó ïðåòõîäíîã çàäàòêà ñëåäè òðàæåíè çàê§ó÷àê. ♦

Íàïîìåíà 14.3 Íåêà jå n ∈ N, a1, . . . , an ∈ D è f : D → D õîëîìîðôíà ôóíêöèjà,
ïðè ÷åìó âàæè f(aj) = 0 çà ñâå j = 1, . . . , n. Âèøåñòðóêîì ïðèìåíîì Çàäàòêà 14.13,
îäíîñíî Íàïîìåíå 14.2, äîáèjàìî

f(z) = g(z)

n∏
j=1

ϕaj (z), z ∈ D,

ãäå jå g : D → D õîëîìîðôíà ôóíêöèjà. Ïîðåä òîãà, íèjå íåîïõîäíî äà ñâè aj , ãäå jå
j = 1, . . . , n, áóäó ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòè. Íà ïðèìåð, àêî ñå ai çà íåêî i ∈ {1, . . . , n}
jàâ§à k ∈ N ïóòà ó íèçó a1, . . . , an (øòî çàïðàâî èìïëèöèòíî çíà÷è äà jå ai íóëà ðåäà
áàð k ôóíêöèjå f), òàäà ñå ó ïðîèçâîäó

n∏
j=1

ϕaj ,

jàâ§à ôàêòîð ϕkai . ♦
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15

Ðàçíè çàäàöè

Ó ðàçìàòðà»ó çàäàòàêà êîjè ñëåäå íåîïõîäíî jå ïîçíàâà»å îñíîâíèõ îçíàêà, ïîjìîâà
è òâð¢å»à, íàâåäåíèõ ó ïðåòõîäíèì ïîãëàâ§èìà. Ïîðåä òîãà, ó íàñòàâêó îä êîðèñòè
ìîæå áèòè è êîìáèíîâà»å íåêèõ ðàíèjå ïðåçåíòîâàíèõ ìåòîäà, îäíîñíî ðàçëè÷èòèõ
òåõíèêà ðåøàâà»à.

Çàäàòàê 15.1 Çà êîìïëåêñíå áðîjåâå a, b è c âàæè

a|bc|+ b|ca|+ c|ab| = 0.

Äîêàçàòè äà je
|(a− b)(b− c)(c− a)| ≥ 3

√
3|abc|.

0

2π
3

α

β

γ

a

b

c

T

Ñëèêà óç Çàäàòàê 15.1.

Ðåøå»å. Íàjïðå, óêîëèêî jå íåêè îä êîìïëåêñíèõ
áðîjåâà a, b è c jåäíàê áðîjó 0, òàäà òðàæåíà
íåjåäíàêîñò òðèâèjàëíî ñëåäè. Çàòî, ó íàñòàâêó
ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè a, b, c ∈ C×. Îñèì òîãà,
óâåäèìî îçíàêå α = a/|a|, β = b/|b| è γ = c/|c|.
Òàäà òà÷êå α, β è γ ïðèïàäàjó êðóæíèöè T è âàæè

α+ β + γ =
a|bc|+ b|ca|+ c|ab|

|abc|
= 0.

Íà îñíîâó Çàäàòêà 1.11 ñëåäè äà òà÷êå α, β è γ
ïðåäñòàâ§àjó òåìåíà jåäíàêîñòðàíè÷íîã òðîóãëà.
Ñàìèì òèì, òàäà jå | argα−arg β| = 2π/3. Áóäó£è
äà jå α = ei arg a, òî âàæè argα = arg a. Íà
èñòè íà÷èí jå arg β = arg b. Ïðåìà ïðåòõîäíîì
äîáèjàìî äà âàæè | arg a − arg b| = 2π/3. Ïðåìà

òîìå, ìîæåìî ïèñàòè

|a− b|2 = |a|2 + |b|2 − ab− ab = |a|2 + |b|2 − |a||b|
(
ei(arg b−arg a) + ei(arg a−arg b)

)
= |a|2 + |b|2 − 2|a||b| cos | arg a− arg b| = |a|2 + |b|2 − 2|a||b| cos

2π

3

= |a|2 + |b|2 + |a||b|

≥ 3|a||b|.
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1 ÊÎÌÏËÅÊÑÍÀ ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÈÊÀ

Çà äàòå ðåàëíå áðîjåâå a è b âàæè e2πi(b−a) = 1 àêî è ñàìî àêî jå b − a ∈ Z. Ïðåìà
òîìå, èìàjó£è ó âèäó ÷è»åíèöó äà jå∫ b

a
e2πix dx =

1

2πi
· e2πix

∣∣∣∣b
a

=
1

2πi
·
(
e2πib − e2πia

)
=

1

2πi
· e2πia ·

(
e2πi(b−a) − 1

)
,

äîëàçèìî äî çàê§ó÷êà äà âàæè∫ b

a
e2πix dx = 0 àêî è ñàìî àêî b− a ∈ Z.

Ïðåòõîäíî äîáèjåíî ñâîjñòâî ìîæåìî èñêîðèñòèòè çà ðåøàâà»å ñëåäå£åã êîìáèíàòîðíîã
ïðîáëåìà.

Ïðèìåð 1.4 Äàòè ïðàâîóãàîíèê P èçäå§åí jå íà ïðàâîóãàîíèêå Pj ñà ìå¢óñîáíî
äèñjóíêòíèì óíóòðàø»îñòèìà, ãäå jå j = 1, 2, . . . , n, ïðè ÷åìó ñâàêè îä ïðàâîóãàîíèêà
Pj èìà ñòðàíèöå ïàðàëåëíå îäãîâàðàjó£èì ñòðàíèöàìà ïî÷åòíîã ïðàâîóãàîíèêà P è
èìà áàð jåäíó ñòðàíèöó öåëîáðîjíå äóæèíå. Äîêàçàòè äà ïðàâîóãàîíèê P èìà áàð
jåäíó ñòðàíèöó öåëîáðîjíå äóæèíå.

a baj bj0

c

d

cj

dj

Pj

P

x

y

Ñëèêà óç Ïðèìåð 1.4.

Ðåøå»å. Ïðå ñâåãà, ïðåòïîñòàâèìî äà jå
ïðàâîóãàîíèê P ñìåøòåí ó ðàâàí R2 òàêî
äà ñó ìó ñòðàíèöå ïàðàëåëíå êîîðäèíàòíèì
îñàìà. Ìîæåìî ïèñàòè

P = [a, b]× [c, d].

Ñëè÷íî jå

Pj = [aj , bj ]× [cj , dj ],

çà ñâå j = 1, 2, . . . , n, áóäó£è äà ñó ñòðàíèöå
ñâàêîã îä äàòèõ ïðàâóãàîíèêà Pj ïàðàëåëíå
êîîðäèíàòíèì îñàìà. Ïîðåä òîãà, ñâàêè îä
ïðàâîóãîíèêà Pj íà êîjå jå èçäå§åí ïî÷åòíè
ïðàâîóãàîíèê P , èìà íåêó îä ñòðàíèöà
öåëîáðîjíå äóæèíå. Ñàìèì òèì, çà ñâå
j = 1, 2, . . . , n, áàð jåäàí îä áðîjåâà bj−aj è dj−cj , êîjè ïðåäñòàâ§àjó äóæèíå ñòðàíèöà
ïðàâîóãàîíèêà Pj , jåñòå öåî áðîj. Êîðèñòå£è óâîäíà ðàçìàòðà»à êîjà ïðåòõîäå îâîì
ïðèìåðó äîáèjàìî∫∫

Pj

e2πi(x+y) dxdy =

(∫ bj

aj

e2πix dx

)
·

(∫ dj

cj

e2πiy dy

)
= 0,

çà ñâå j = 1, 2, . . . , n. Çàòèì, íàëàçèìî(∫ b

a
e2πix dx

)
·
(∫ d

c
e2πiy dy

)
=

∫∫
P
e2πi(x+y) dxdy =

n∑
j=1

∫∫
Pj

e2πi(x+y) dxdy = 0,

îäàêëå ñëåäè ∫ b

a
e2πix dx = 0 èëè

∫ d

c
e2πiy dy = 0.

Ó ïðâîì ñëó÷àjó jå b − a ∈ Z, äîê ó äðóãîì ñëó÷àjó âàæè d − c ∈ Z. Ñòîãà, ïî÷åòíè
ïðàâîóãàîíèê P èìà áàð jåäíó ñòðàíèöó öåëîáðîjíå äóæèíå. �
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