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YBOI

OBa kmura HamemeHa je cryZenTuma Maremarwdakor ¢dakyarera y
Beorpamy na cmepy 3a Crarucruky, akTyapcky u (DUHAHCH]CKY
MaTeMaTuKy, a 0a3upaHa je Ha IPe/IaBaAbuMa U BeKOaMa Koje Cy ayTOpKe
BUINIE TOAMHA Ap¥KaJje Ha npeamery CToXacTUYIKN MOJETN y ONEPAIHOHITM
WCTPAKUBABUMA.

Omnepammona  uCTpakuBarma Cy  JACIUIUIMHA  KOja  KOPHUCTHU
MaTeMaTU4YKe U PadyHaApPCKe MeTOJe 33 JOHOIIECHE PA3IUYATUX OJJIYKA
Koje ce Thay (PYHKITHOHUCAHA CIOKEeHnX cucrema. Maremarmdake obractu
3HaYajHe 3a OllepaloHa WCTPaXXMBarmba Cy ONTHMHU3allnja, TeopHhja
BepoBaTHONA, TeOopHja CIy9dajHUX MPOIECA, CTATUCTHUKA, TEOPHja Wrapa,
Teopuja rpacdoBa, TEOpHja OMJIyINBAHA, CAMYJAIHja. 33 H3ydaBarEe U
npenBuljame MOHAINAMA CIOKEHHX CHCTEMa KOJU Ce, IO YTHUIajeM
caydajHux (PAKTOpa, Memajy TOKOM BPEMeHa KOPUCTE Ce arapar U MeTOZe
TEOpHUje CJydajHUX IIPOoleca.

OcHOBHE 1M/b OBOI KypCa j€ Ja VYIO3Ha YHTAONA Ca TEOPUjOM
MaCOBHOT OTNCJYKWBaWbha, KOja Ce JOIT Ha3WBa W TeOpHja pEeIoBa 3a
4JeKarbe. Y OBOj TEOPHjH OJI MHTEepeca Cy MOJesn MOMONy KOjuX ce MOry
NPEeABUJETH PA3IUYUTE KAPAKTEPUCTHUKE KOje Ce OJHOCE HA CHCTeMe
MACOBHOI' OIICJIYy?KMBambha, Kao LITO Cy, Ha IpuMep, JAyKUHA pela y
CUCTEMY U OYyKWHa Y€Karba JI0 MOYETKa OTCIYyKUBaMmha.

Kypc uma nsa gena. Y mpeom geny (Dmase 1 u 2) usnoxenu cy Heku
€JIEMEHTH TEOPHUje CIYUIAJHUX MPOIECa KOjU Cy MOTPEOHM 33 M3ydaBarbe u
pa3yMeBame Teopuje MAacoBHOT omnciaykuBama. 1o je Ilyaconos mporec,
Kao0 HajBaxKHUjU y OBOM KypCy, a 3arum u npouecu Mapkosa (uuju cy
ClIeljaJiHu cJIydajeBu IIyaconos HIPOIIEC, [IPOLEeCcu HUCTOr
pa3MHOXKaBama, mporecu pabama W yMupama) W TpOIECH OOHABIHAIbA.



Veo0

Wznoxene cy pgedwunnnmje u CBOjCTBA (DYHKIMje TEeHEpATPUCE W
Jlammacose rtpancdopmaligje, Koje Cy BeOMa KOPHUCTAH amapar 3a
pelaBame CHCTeMa jeTHAYNHA KOjU Ce MOjaBJbyjy y oBoj obmactu. Hpyru
meo kypca (Tnmasa 3) mocsehen je wusydaBamby pPasIUdATHX CHCTEMa
MaCOBHOT' OTICJTy KWBaba.

Ha kpajy cBakor noryiaB/ba HaJja3H Ce CIUCAK Ca 0JadpaHUM 3a/aIiMa
n3 oxrosapajyhe obmacru. Ilojenumn 3a7amu nMajy uMe Koje je TOaBYIeHO
¥ TI0JT, KOjUM Cy TO3HATH Kao MpPODJIEMHU Y TEOPHju.

Pyxonuc kmure maxkpuBO Cy npouyuTasiu perersentu npod. ap Ilasmae
Munanenosuh u np JoBan Bykmuposuh u gaiv HU3 KOPUCHUAX MPUMENON U
cyrecTrja Ha 9eMy UM Ce ayTOpKe MOceOHO 3aXBasbyjy.



3.8. Mpeoice cucmema Maco8Hoz ONCAYHCUBAILA

OpnaBne cienu na je pacnojena JyzKnuHe O0paBKa y CHCTEMY 32 KJIMjEHTE
JPYTrOr paHra jeIHaKa

0, <0
T+ mo 4o - (1 — e~ Matr2)zy g >,

Plea <) = {

ITpuMEP. Caza hemo na M3JIOXKHUTU jenHy MOTyhy HPHMEHY OBAaKBHUX
CHCTeMa MAacCOBHOI' OIICJIy’KUBamba, OJHOCHO jenHy mHHUXOBY Moryhy
uarepnperanujy. Cucremu Koju BpIE OICTY>KUBAbHE MOIJIOXKHU CY
kBapoBuMma. Curyarnuja ca kojom ce craiaHo cpehemo je ga cucrem, win
mpubOp, KOjU BPIIHU ONC/IYKUBAKHE MOXKE 3 Ce KBapH. ¥y CIydajy KBapa
caMm mpubOp 3a OINCJIYKHBame Tpeda Ja Ce OICIyXKyje, OJTHOCHO Ia Ce
monpassba. lIperxogHm MoJes ca  IPHOPUTETOM MOXKe Jia  ce
WHTEPIPETUPA U KAO MOJEJI CHCTEMa MAaCOBHOI OIIC/TY2KUBarba, KOJI KOjer
MOKE JIa Ce KBapH M CaM KaHaJI 33 OLCJyXKUBambe (OJHOCHO Hpubop KojuMm
Ce BPLUYU OLICJLY2KUBAIE). JACHO je J1a II0TOK KBAPOBA UMA LIPUOPUTET U I
KaJ ce KaHaJ TIOKBapW, MPEKWU/a Ce OICIAYXKHUBAMme KJWjeHTa Koje je y
Toky. CrucreM KOju CMO TPETXOMHO PA3MATPAJIA MOTAO je A Ce MOKBAPU U
y TOKY PajJa W KaJa je cTo0OdaH.

3.8 Mpexe cucrema
MaCOBHOT OTICJIy>KHBamba

CucreMn MacOBHOT OIICJIYyKHBambha KOjU Cy J0 CaJia pa3MaTpaHu Ouiin
Cy TaKBH Ja je y IbHMa CBAKH KJAHJEHT IPOJA3HN0 KPO3 caMo jemHy a3y
oncayxuama. Opme hemo Ja pasmarpaMo MpexKe CHCTEMa MACOBHOD
oncnyxusama (queuing networks), OmHOCHO cucreme ca Buineda3HUM
onciyxuBameM. Ko/ OBakBUX cHCTeMa KJIMjeHT ce ONCIyXKyje Ha BHUIIE
mecTa (uBOpoBa). Tako MOKEMO Ja TOBOPUMO O MPENCU “4GOPO6A, TIIE
CBAKU YBOD IIPEJCTAB/bA jelaH CHUCTEM MACOBHOI OIICJyXKUBamba (Koju
MOXKEe OUTM U BHUUIEKAHAJIHU, CA YEKABEM, WMTH). ¥ OIIITEM CJIy4ajy
KJIMJEHTU yJia3e y MPEeXKy y Pa3JIMYuTUM TadKaMa, 49€Kajy y peay 3a
OTICIy>KWUBalbe M, MONITO Cy OICJIYXKEeHH y jeJHOM YBODPY, Tpeia3e Ha
JPYTH 9BOP PaJM Jajber onciiykuBarma. OBaKBU CHCTEMHU, KOjU CE CACTOje
O]l TpyIle YBOPOBA 3a OICIYXKUBake, KO KOjUX IMOTOK KJIHjeHATa KOju
OJI/Ta3u U3 jeIHOT YBOPA YMHU YJIA3HU MOTOK 3a JIpyT'e YBOPOBE, I0jaBJbyje
ce y Dpa3JUYUTEM peajHuM CHTyalujaMa y BE3W Ca TPAHCIOPTOM,
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T'hasa 3. Cucmemu macoeroz ONCAYIHCUBATLA

KOMIJYTEPCKUM CHCTEMHMa M YCIYXKHHM [JIeJJATHOCTHEMA Kao MITO Cy
OosHHIIE, ABUOHCKHM TEPMUHAIU U JP.

Caza hemo Jla pa3MOTPUMO HAJIPOCTHUjU CHCTEM OBOI THIIA, KOJH CE
cacroju ox nBa uBopa (tandem queues) nosesanux Ha ciaenehu HauuH

A — (uBop 1) — (uBop 2) — .

OBze je mpuka3zaHa Mpexa KOja Ce CaCTOju OJ JBAa 9YBOpA 3a KOjy
mpeTnocTaB/baMo Ja y 4Bop 1 momasm IlyacoHOB MOTOK KiamjeHaTa ca
nHTEH3uTeTOM A. UBOp 1 mMMa jeman KaHaa 3a OICTYKHBAaIbe, KO KOjer
JIy?KUHA BpPEMEHa OIICYKUBAaha HMa EKCIIOHEHIMjaJIHy PAacCIoOery Cca
napamerpom . Usop 1 je cucrem M|M|1 ca gekamwem. Usop 2 uma
Takohe je/laH KaHaJ 3a ONCIYXKWBarbe, a JAY’KNHA BPEMEHA OTCIY KNBaha
MMa  Takolje  eKCIIOHEHIWjaJIHy  pACHOJesNy ca  IapaMeTpoM  [i.
IIpernocrasba ce ma cy cBe TPOMEHJbWBE, KOj€ Cy OBJE IIOMEHYTe,
HE3aBUCHE.

OcuHoBru 1pobsieM Koju hemo a pa3MarpamMo y Be3u Ca OBOM MPEKOM
je ma ce nahe pacrnonena ayKuHe HHTepBaja BpeMmena m3Mely y3actomumux
Joj1a3aKa KANjeHaTa y IYBOp 2, IMTO je eKBUBAJEHTHO HAJIAYKEy PACIoIee
NyKUHEe WHTepBaja BpeMeHa m3Mmely y3acTOMHHX O/Ta3aKa KIIMjeHATa W3
qBopa 1.

Oznaunmo ca X ciaydvajHy MPOMEHJPHUBY KOja TIPE/ICTaB/ba BpeMe Koje
nporekHe m3meljy y3acromnuwx wm3nmasaka KiaujeHara u3 uBopa 1. Hbema
dyHkHja pacnoaese je

R(t) = P[X <t

OBjie pa3iuKyjeMo /iBa cjIydaja KOju ce TU4dy TPEHyTKa KaJa KIUjeHT
HamymTa IBop 1:

1. y uBopy 1 mocToju KJINjeHT KOj! je TPeHYTHO IPUMJIbEH HA OICIYKUBAbE
(norabaj A),

2. uBop 1 ocraje npazaun 1o ogyacky kaujenra (uoraljaj B).

Y mpBOM caydajy BpeMme Tocje KOojer KJAWjeHT W3 YBOpa 1 HAmyITa Taj
YBOD MMa EKCIOHEHIWjaJHy pAaclofiely Ca IMapaMeTpoM (.. ¥ JpPyroM
cayvajy mo omiacka ciaeneher knmjenra m3 uBopa 1 Tpebanio Om dekaTn
BpeMe KOje ce CACTOju W3 JBa Jeja: BpeMme 0 J0JacKa caeaeher KInjeHTa
U BpEME IHeroBOr OICayxKuBama. llomro cy Te Be NIPOMEH/bUBE
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3.8. Mpeoice cucmema Maco8Hoz ONCAYHCUBAILA

HE3aBUCHE, pAaCloJie]la HUXOBOr 30upa jeJHaKa je KOHBOJIYLUjU
oarosapajyhux pacmomena.

Ysop 1 je jenHOKAHAJIHN CHCTEM MACOBHOT ONCIYKHUBAbHA CA IEKAMEM,
a dopmyse 3a Opoj KIMjeHaTa y TOM CHCTEMY Yy CTAIMOHAPDHOM DPEXKUMY
J00HjaMo Tako mTO y y opMyTaMa 33 m-KaHAJTHE CHCTEM CTaBUMO 114 je
m = 1. @opmyJie Koje Baxke 3a m-kaHajHu cucrem cy ciaezehe (rze je ca p
O3HA4€H KOJIUYHUK P = % U Baxku Ja je p < m):

ok
Po=%P,  1<k<m
k
p=—" 0, k>m
mlmk—m
mo ok m+1
S

Kaza je m = 1, umamo 1a je

Pyt=1+p+ =,
0 1—p 1—0p

ofakJe 100mjamo 1a je
Py=1-p; Po=p" Ph=p"-(1-p), k=0,1,2,....

Ha ocuoBy oBux dopmyna mmMaMo 7a Cy BEPOBATHONE 13 MPBU YBOD
HUje 0CTao Mmpa3aH o oiyiacKy kiaujenta (morahaj A), oqHOCHO Ja je npBu
YBOP OCTAO Ipa3aH Ho ojyiacKy kiujenra (moraljaj B) jeanaxe:

P(14>=1—P0:p7 P(B):P():l—p

Oznayumo ca X ciydajHy OPOMEHJBUBY KOja [PEJICTaB/ba HHTEPBAJ
Bpemena wu3Mmelly ysacromHumx w3ia3aka KiwjeHara u3 4yBopa 1. Fbemy
dyukIujy pacmnogene g0dujamMo Ha, cieaehu HAYUH

PIX <] = P[X <t,A| + P[X < t,B]
= P[A]- P[X < t|A] + P|B]- P|X < t|B]

t
=p-(L—e ")+ (1-p) /(1 — e M) Ne M,
0
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T'hasa 3. Cucmemu macoeroz ONCAYIHCUBATLA

BepoBarnohy jpa wuHTepBan BpemeHa usMehy y3acTONHHX H3J1a3aKa
KIWjeHaTa m3 4uBopa 1 Oyae Mamu of ¢, MO yCJAOBOM Ja je IPBH UBOP
ocrao mpasan no ogymacky knujenta (P[X < t|B]), nobwm cMo Tako mro
CMO TIPOMHTETPAJWJIN TO CBUM MoryhnM Bpemenmma Jojacka HOBOT
KJIWjeHTa y cucreM u < ¢ W TPETHOCTaBWIM na he ayKWHA FHEroBor
OTICJTYKUBaba OUTH Mawma Of t — u.

OBy yukujy pacnogene hemo na uahemo mnomohy Jlammacose
rpancdopmarmje. Kama NMOMHOXKHUMO JIEBYy W JIECHY CTPAaHy NPETXO/IHE
jemraxocTu ca e~ %! u maTerpammmo ox, 0 10 +00, T06ujaMo

/e_StPX<td
0

1 1 oo o0
=p (s - M+5> +(1 fp)//efsuefs(t*“)(l — e T et du
0 u
1 1 yi
:p(_ >+ 1_ /)\e—Au —eudu/ —s(t— u)( —/L(t—’u.))dt
s u+s
=p LR +(1p)765“)\6’\“du7e Y(1—e ")dy
S u+s
0 0
1 1 A 1 1
p(s u+s)+( p))\+s (s u+s>
P A [ po(p l=p A >
=—+{1- : = =+ :
s(p+ s) ( p)/\—|—s s(p+8) ,u+s<s s A+s
1 As 4+ Ap A

u+s su(A+s) s(A+s)
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3.8. Mpeoice cucmema Maco8Hoz ONCAYHCUBAILA

Jorrr octaje s1a ce mpuMeTH Ja oaBAe ciaenn 1a X UMa €KCIIOHEHIIHjaTHy
pacrozely ca mapaMerpoM A. 3aucra,

7 1 1
/e_St(l — e MYdt = = A
0

;+A+s s(A+s)

OBuM MO MOKa3aiw Jia je MOTOK KJHjeHaTa KOju ojiase u3 dpopa 1
HCTH KAaO M IIOTOK KJHUjeHaTa KOju JoJsiaze y 4Bop 1, Tj. uMHTepBajiu
BpeMenHa wm3Mehy  y3acTomHWX ~ omsia3aka W3 UBopa 1 mMajy
€KCIIOHEHITHjaJIHy PACIOIey ca mapamerpoM . [

Baxu wu Bume — ako 6u 6uo y nurawy M|M|m cucrem y
CTAIlMOHAPHOM  pexumMmy ca IlyacoHOBMM  yJIa3HMM  IOTOKOM  Ca
MapaMerpoM A W EKCIOHEHIMjaJHO PpACTONE/HeHOM Iy’KHHOM BPEMEHa,
OTIC/TyKUBarba (Ca MapamMerpoM (), OmeT OU W3JIa3HU ITIOTOK U3 TOT
cucrema 6mo IlyacoHoB mOTOK ca mapaMerpom A.

U3 oBe ocobune ciemu ja u upop 2 upeicrasiba cucrem M |M|1.
Jlaksie, aKkO pPesHO CI0KUMO HEKOJIMKO YBOPOBA MACOBHOI' OIICJIY KHBAHA,
ca IlyacomoBuM yja3HWUM TIOTOKOM Ha YBOP 1 W €KCIOHEHITNjaTHOM
JYKUHOM Tpajama BPEMEHa ONCJIYKHWBabha, 33 CBAKH YBOP BaxKe WCTE
ocobune. To 3Ha9M g2 TakBe MpeEX)e MOKEMO [a M3yIaBaMO TAKO IITO UX
Pa3JI0KUMO HA MOjeJIMHAYHE YBOPOBE, 1A CBAKHU HCIIUTYjeMO MOjeIMHATHO.

OBaj mpobnem je 3a TPOU3BOPHE MpEKE CHCTEMA MACOBHOT
onciyxusarma ucnuruao Ilekcon (James Richard Jackson, 1924-2011.
r), Koje cy mo memy gobuim ume. OH je pa3marpao Mpexky CHCTEMa
MAaCOBHOT OIIC/TyKHBama ca N IBOpOBa, rje ce 3a 4Bop 4, ¢ = 1,2,..., N,
MPETIOCTaB/ha JA Ce CACTOJU Of M; KAHAJIA, Ca EKCIOHEHIHjaTHOM
PACLOJEIOM Jy2KUHE TPajatbd OLC/IYKUBaba, (Ca LApPAMETPOM [i;) U Ca
CTOJbHUM YJIA3HUM MOTOKOM Koju je Ilyaconom ca muTensmreroMm ;. Kama
je N =1, nmamo obnuan M|M|m cucrem.

Knmjent, xoju HamymTa -TH 9BOpP, Ca BEPOBATHONOM r;; HAe Ha j-TH

4BoOp, 13; > 0. Beposarmoha ma, mocme ONCTyKHBaIba Ha 4-TOM 4YBODY,
N

KJIMjeHT HAIyCTH MPEeXY W He BPATH ce y Iy je jemHaka 1 — Zj:1 Tij.
IIpobsiem koju je oBme on mHTEpeca je ga ce Halje MHTEH3UTET YJIA3HOT
MOTOKA KJIWjeHATa 33 CBAKM YBOP. 3a TO je MOTPeOHO Ja ce TPOCYMUpajy
IIyaconoBu mororu Koju J0Jia3e CIoJba M MOTONX KOjU JI0JIa3e €A JIPYTUX

4BOpoOBa, Koju Hucy obase3no IlyaconoBu. O3nadummo ca A; MHTEH3UTET

135



T'hasa 3. Cucmemu macoeroz ONCAYIHCUBATLA

MOTOKA KOju yJsa3u y i-tu 9yBop. OHAa BaxKu:
N
/\i =i + E )\j’l”ji.
j=1

Jla Ou mocTojasia cTalmOHAPHA PACIIONEsA, 34 CBAKU IBOP Tpeba 1a BaxKu
na je % < m;. OBze onncana Mpeka je TAaKO3BaHA OTBOPEHA MPEkKa, KOja
nMa yia3 KJHjeHaTa U3 CIOJFHOT cBeTa. [lekcoH je mo0Ka3ao ma ce CBakKH
YBOp YHYTAp OBAaKBEe MpEKe IMOHAINA KAO HE3aBUCAH CUCTEM MAaCOBHOD
OIIC/IyKUBamba ca yaa3uuMm llyacoHOBHM MOTOKOM ca mapaMerpoMm A;. Y
OIIITEM CJIy4ajy YAa3HHU MOTOK He Mopa Ourtu Ilyaconos.

Crame mpexe ca N usopoBa onucyje ce Bekropom (ki, ks, ..., ky) rue
je k; ykynan 6poj kimjenara y ¢-Tom 4Bopy. [lekcon je mokazao ciaesmehe:
ako ca P(ky,ka,...,kN) O3HAUNMO CTAIMOHADHY BEpOBATHONY TOT CTarba,
a ca P;(k;) Maprunajany pacnofesny 1a y CTalUOHAPHOM DEXKUMY Y i-TOM
4BOpPY MMa k; KJIMjeHaTa, OH/ia BayKH J1a je

P(ky, ko, ..., kn) = Pi(k1) - Pa(ke) - -+ - Pn(kn),

rae cy P;(k;) crammonapHe BepoBarHolie 3a cucrem M |M|m,;.

Mpeska cucTemMa MacOBHOT OTCIY>KWUBAMA HA3WBA CE€ 3aTBOPEHOM aKO
OHa HeMa HU yJa3 HH m3jJa3. Y TaKBO] MpEXKHM CTaJHO ce Hajaze K
KJujeHara, Koju mupKysauiny Mehy uBopoBuma. OBakBa Mpeka 0Ou
oAroBapasa CiIydajy Ko Kojer je v; = 0 m Zjvzl r;j = 1y IlekcoHOBO]
mpexu. Ilocroju pacnogena Bexkropa P(ki,ka,...,kn) 3a 3arBopene
Mpexke, ajM KO/ 3aTBOPEHHX MpexKa He II0CTOju pellemne y OOJuKY
npon3Boza, jep Meljy kommoHeHTama BekTopa (ki,ko,...,kn) TOCTOjH
cneneha 3aBUCHOCT: Zjvzl kj =K.

3ATATIN

3.1 Ckulasminre uMa jeJiHy JUHHU]Y 38 UCTOBAP, HA KOjY KAMHOHM CTUXKY
y ckmamy ca IlyacoHOBMM mpOIEcOM y BPEMEHCKUM WHTEPBATUMA,
ouekmBane myxwuHe H0min. Komwawna BpemeHa morpeOHOr 1a ce
WCTOBapu pPoba M3 KAMHOHA je EKCIIOHEHIHjaTHO PACIONe/beHa Ca
ouekuBambeMm 40min. Oapeauru Mepe nepdOpMaHCE OBOI' CHCTEMa
OIIC/Iy 2KABAbA.
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