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Uvod

Ova k�iga name�ena je studentima Matematiqkog fakulteta u
Beogradu na smeru za Statistiku, aktuarsku i finansijsku
matematiku, a bazirana je na predava�ima i ve�bama koje su autorke
vixe godina dr�ale na predmetu Stohastiqki modeli u operacionim
istra�iva�ima.

Operaciona istra�iva�a su disciplina koja koristi
matematiqke i raqunarske metode za donoxe�e razliqitih odluka
koje se tiqu funkcionisa�a slo�enih sistema. Matematiqke oblasti
znaqajne za operaciona istra�iva�a su optimizacija, teorija
verovatno�a, teorija sluqajnih procesa, statistika, teorija igara,
teorija grafova, teorija odluqiva�a, simulacija. Za izuqava�e i
predvi�a�e ponaxa�a slo�enih sistema koji se, pod uticajem
sluqajnih faktora, me�aju tokom vremena koriste se aparat i metode
teorije sluqajnih procesa.

Osnovni ci	 ovog kursa je da upozna qitaoca sa teorijom
masovnog opslu�iva�a, koja se jox naziva i teorija redova za
qeka�e. U ovoj teoriji od interesa su modeli pomo�u kojih se mogu
predvideti razliqite karakteristike koje se odnose na sisteme
masovnog opslu�iva�a, kao xto su, na primer, du�ina reda u
sistemu i du�ina qeka�a do poqetka opslu�iva�a.

Kurs ima dva dela. U prvom delu (Glave 1 i 2) izlo�eni su neki
elementi teorije sluqajnih procesa koji su potrebni za izuqava�e i
razumeva�e teorije masovnog opslu�iva�a. To je Puasonov proces,
kao najva�niji u ovom kursu, a zatim i procesi Markova (qiji su
specijalni sluqajevi Puasonov proces, procesi qistog
razmno�ava�a, procesi ra�a�a i umira�a) i procesi obnav	a�a.
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Uvod

Izlo�ene su definicije i svojstva funkcije generatrise i
Laplasove transformacije, koje su veoma koristan aparat za
rexava�e sistema jednaqina koji se pojav	uju u ovoj oblasti. Drugi
deo kursa (Glava 3) posve�en je izuqava�u razliqitih sistema
masovnog opslu�iva�a.

Na kraju svakog poglav	a nalazi se spisak sa odabranim zadacima
iz odgovaraju�e oblasti. Pojedini zadaci imaju ime koje je podvuqeno
i pod kojim su poznati kao problemi u teoriji.

Rukopis k�ige pa�	ivo su proqitali recenzenti prof. dr Pavle
Mladenovi� i dr Jovan Vukmirovi� i dali niz korisnih primedbi i
sugestija na qemu im se autorke posebno zahva	uju.
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3.8. Mre�e sistema masovnog opslu�iva�a

Odavde sledi da je raspodela du�ine boravka u sistemu za klijente
drugog ranga jednaka

P [ξ2 ≤ x] =

{
0, x < 0

π1 + π2 + π0 · (1− e−(λ1+µ2)x), x ≥ 0.

Primer. Sada �emo da izlo�iti jednu mogu�u primenu ovakvih
sistema masovnog opslu�iva�a, odnosno jednu �ihovu mogu�u
interpretaciju. Sistemi koji vrxe opslu�iva�e podlo�ni su
kvarovima. Situacija sa kojom se stalno sre�emo je da sistem, ili
pribor, koji vrxi opslu�iva�e mo�e da se kvari. U sluqaju kvara
sam pribor za opslu�iva�e treba da se opslu�uje, odnosno da se
poprav	a. Prethodni model sa prioritetom mo�e da se
interpretira i kao model sistema masovnog opslu�iva�a kod kojeg
mo�e da se kvari i sam kanal za opslu�iva�e (odnosno pribor kojim
se vrxi opslu�iva�e). Jasno je da potok kvarova ima prioritet i da
kad se kanal pokvari, prekida se opslu�iva�e klijenta koje je u
toku. Sistem koji smo prethodno razmatrali mogao je da se pokvari i
u toku rada i kada je slobodan.

3.8 Mre�e sistema

masovnog opslu�iva�a

Sistemi masovnog opslu�iva�a koji su do sada razmatrani bili
su takvi da je u �ima svaki klijent prolazio kroz samo jednu fazu
opslu�iva�a. Ovde �emo da razmatramo mre�e sistema masovnog
opslu�iva�a (queuing networks), odnosno sisteme sa vixefaznim
opslu�iva�em. Kod ovakvih sistema klijent se opslu�uje na vixe
mesta (qvorova). Tako mo�emo da govorimo o mre�i qvorova, gde
svaki qvor predstav	a jedan sistem masovnog opslu�iva�a (koji
mo�e biti i vixekanalni, sa qeka�em, itd). U opxtem sluqaju
klijenti ulaze u mre�u u razliqitim taqkama, qekaju u redu za
opslu�iva�e i, poxto su opslu�eni u jednom qvoru, prelaze na
drugi qvor radi da	eg opslu�iva�a. Ovakvi sistemi, koji se sastoje
od grupe qvorova za opslu�iva�e, kod kojih potok klijenata koji
odlazi iz jednog qvora qini ulazni potok za druge qvorove, pojav	uje
se u razliqitim realnim situacijama u vezi sa transportom,
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Glava 3. Sistemi masovnog opslu�iva�a

kompjuterskim sistemima i uslu�nim delatnostima kao xto su
bolnice, avionski terminali i dr.

Sada �emo da razmotrimo najprostiji sistem ovog tipa, koji se
sastoji od dva qvora (tandem queues) povezanih na slede�i naqin

λ −→ (qvor 1) −→ (qvor 2) −→ .

Ovde je prikazana mre�a koja se sastoji od dva qvora za koju
pretpostav	amo da u qvor 1 dolazi Puasonov potok klijenata sa
intenzitetom λ. Qvor 1 ima jedan kanal za opslu�iva�e, kod kojeg
du�ina vremena opslu�iva�a ima eksponencijalnu raspodelu sa
parametrom µ. Qvor 1 je sistem M |M |1 sa qeka�em. Qvor 2 ima
tako�e jedan kanal za opslu�iva�e, a du�ina vremena opslu�iva�a
ima tako�e eksponencijalnu raspodelu sa parametrom µ.
Pretpostav	a se da su sve promen	ive, koje su ovde pomenute,
nezavisne.

Osnovni problem koji �emo da razmatramo u vezi sa ovom mre�om
je da se na�e raspodela du�ine intervala vremena izme�u uzastopnih
dolazaka klijenata u qvor 2, xto je ekvivalentno nala�e�u raspodele
du�ine intervala vremena izme�u uzastopnih odlazaka klijenata iz
qvora 1.

Oznaqimo sa X sluqajnu promen	ivu koja predstav	a vreme koje
protekne izme�u uzastopnih izlazaka klijenata iz qvora 1. �ena
funkcija raspodele je

R(t) = P [X ≤ t].

Ovde razlikujemo dva sluqaja koji se tiqu trenutka kada klijent
napuxta qvor 1:

1. u qvoru 1 postoji klijent koji je trenutno prim	en na opslu�iva�e
(doga�aj A),

2. qvor 1 ostaje prazan po odlasku klijenta (doga�aj B).

U prvom sluqaju vreme posle kojeg klijent iz qvora 1 napuxta taj
qvor ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom µ. U drugom
sluqaju do odlaska slede�eg klijenta iz qvora 1 trebalo bi qekati
vreme koje se sastoji iz dva dela: vreme do dolaska slede�eg klijenta
i vreme �egovog opslu�iva�a. Poxto su te dve promen	ive
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3.8. Mre�e sistema masovnog opslu�iva�a

nezavisne, raspodela �ihovog zbira jednaka je konvoluciji
odgovaraju�ih raspodela.

Qvor 1 je jednokanalni sistem masovnog opslu�iva�a sa qeka�em,
a formule za broj klijenata u tom sistemu u stacionarnom re�imu
dobijamo tako xto u u formulama za m-kanalni sistem stavimo da je
m = 1. Formule koje va�e za m-kanalni sistem su slede�e (gde je sa ρ
oznaqen koliqnik ρ = λ

µ i va�i da je ρ < m):

Pk =
ρk

k!
P0, 1 ≤ k < m

Pk =
ρk

m!mk−mP0, k ≥ m

P−1
0 =

m∑
k=0

ρk

k!
+

ρm+1

m!(m− ρ)
.

Kada je m = 1, imamo da je

P−1
0 = 1 + ρ+

ρ2

1− ρ
=

1

1− ρ
,

odakle dobijamo da je

P0 = 1− ρ; Pk = ρk · P0 = ρk · (1− ρ), k = 0, 1, 2, . . . .

Na osnovu ovih formula imamo da su verovatno�e da prvi qvor
nije ostao prazan po odlasku klijenta (doga�aj A), odnosno da je prvi
qvor ostao prazan po odlasku klijenta (doga�aj B) jednake:

P (A) = 1− P0 = ρ, P (B) = P0 = 1− ρ.

Oznaqimo sa X sluqajnu promen	ivu koja predstav	a interval
vremena izme�u uzastopnih izlazaka klijenata iz qvora 1. �enu
funkciju raspodele dobijamo na slede�i naqin

P [X ≤ t] = P [X ≤ t, A] + P [X ≤ t, B]

= P [A] · P [X ≤ t|A] + P [B] · P [X ≤ t|B]

= ρ · (1− e−µt) + (1− ρ)

t∫
0

(1− e−µ(t−u))λe−λudu.
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Glava 3. Sistemi masovnog opslu�iva�a

Verovatno�u da interval vremena izme�u uzastopnih izlazaka
klijenata iz qvora 1 bude ma�i od t, pod uslovom da je prvi qvor
ostao prazan po odlasku klijenta (P [X ≤ t|B]), dobili smo tako xto
smo prointegralili po svim mogu�im vremenima dolaska novog
klijenta u sistem u ≤ t i pretpostavili da �e du�ina �egovog
opslu�iva�a biti ma�a od t− u.

Ovu funkciju raspodele �emo da na�emo pomo�u Laplasove
transformacije. Kada pomno�imo levu i desnu stranu prethodne
jednakosti sa e−st i integralimo od 0 do +∞, dobijamo

∞∫
0

e−stP [X ≤ t]dt =

= ρ

∞∫
0

e−st(1− e−µt)dt+ (1− ρ)

∞∫
0

e−st
t∫

0

(1− e−µ(t−u))λe−λududt

= ρ

(
1

s
− 1

µ+ s

)
+ (1− ρ)

∞∫
0

∞∫
u

e−sue−s(t−u)(1− e−µ(t−u))λe−λudtdu

= ρ

(
1

s
− 1

µ+ s

)
+ (1− ρ)

∞∫
0

λe−λue−sudu

∞∫
u

e−s(t−u)(1− e−µ(t−u))dt

= ρ

(
1

s
− 1

µ+ s

)
+ (1− ρ)

∞∫
0

e−suλe−λudu

∞∫
0

e−sy(1− e−µy)dy

= ρ

(
1

s
− 1

µ+ s

)
+ (1− ρ)

λ

λ+ s
·
(

1

s
− 1

µ+ s

)
=

ρµ

s(µ+ s)
+ (1− ρ)

λ

λ+ s
· µ

s(µ+ s)
=

µ

µ+ s

(
ρ

s
+

1− ρ
s
· λ

λ+ s

)
=

µ

µ+ s
· λs+ λµ

sµ(λ+ s)
=

λ

s(λ+ s)
.
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3.8. Mre�e sistema masovnog opslu�iva�a

Jox ostaje da se primeti da odavde sledi daX ima eksponencijalnu
raspodelu sa parametrom λ. Zaista,

∞∫
0

e−st(1− e−λt)dt =
1

s
+

1

λ+ s
=

λ

s(λ+ s)
.

Ovim smo pokazali da je potok klijenata koji odlaze iz qvora 1
isti kao i potok klijenata koji dolaze u qvor 1, tj. intervali
vremena izme�u uzastopnih odlazaka iz qvora 1 imaju
eksponencijalnu raspodelu sa parametrom λ.�

Va�i i vixe { ako bi bio u pita�u M |M |m sistem u
stacionarnom re�imu sa Puasonovim ulaznim potokom sa
parametrom λ i eksponencijalno raspode	enom du�inom vremena
opslu�iva�a (sa parametrom µ), opet bi izlazni potok iz tog
sistema bio Puasonov potok sa parametrom λ.

Iz ove osobine sledi da i qvor 2 predstav	a sistem M |M |1.
Dakle, ako redno slo�imo nekoliko qvorova masovnog opslu�iva�a,
sa Puasonovim ulaznim potokom na qvor 1 i eksponencijalnom
du�inom traja�a vremena opslu�iva�a, za svaki qvor va�e iste
osobine. To znaqi da takve mre�e mo�emo da izuqavamo tako xto ih
razlo�imo na pojedinaqne qvorove, pa svaki ispitujemo pojedinaqno.

Ovaj problem je za proizvo	ne mre�e sistema masovnog
opslu�iva�a ispitivao �ekson (James Richard Jackson, 1924{2011.
g), koje su po �emu dobili ime. On je razmatrao mre�u sistema
masovnog opslu�iva�a sa N qvorova, gde se za qvor i, i = 1, 2, . . . , N ,
pretpostav	a da se sastoji od mi kanala, sa eksponencijalnom
raspodelom du�ine traja�a opslu�iva�a (sa parametrom µi) i sa
spo	nim ulaznim potokom koji je Puasonov sa intenzitetom γi. Kada
je N = 1, imamo obiqan M |M |m sistem.

Klijent, koji napuxta i-ti qvor, sa verovatno�om rij ide na j-ti
qvor, rij ≥ 0. Verovatno�a da, posle opslu�iva�a na i-tom qvoru,

klijent napusti mre�u i ne vrati se u �u je jednaka 1 −
∑N
j=1 rij .

Problem koji je ovde od interesa je da se na�e intenzitet ulaznog
potoka klijenata za svaki qvor. Za to je potrebno da se prosumiraju
Puasonovi potoci koji dolaze spo	a i potoci koji dolaze sa drugih
qvorova, koji nisu obavezno Puasonovi. Oznaqimo sa λi intenzitet
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Glava 3. Sistemi masovnog opslu�iva�a

potoka koji ulazi u i-ti qvor. Onda va�i:

λi = γi +

N∑
j=1

λjrji.

Da bi postojala stacionarna raspodela, za svaki qvor treba da va�i
da je λi

µi
< mi. Ovde opisana mre�a je takozvana otvorena mre�a, koja

ima ulaz klijenata iz spo	nog sveta. �ekson je dokazao da se svaki
qvor unutar ovakve mre�e ponaxa kao nezavisan sistem masovnog
opslu�iva�a sa ulaznim Puasonovim potokom sa parametrom λi. U
opxtem sluqaju ulazni potok ne mora biti Puasonov.

Sta�e mre�e sa N qvorova opisuje se vektorom (k1, k2, . . . , kN ) gde
je ki ukupan broj klijenata u i-tom qvoru. �ekson je pokazao slede�e:
ako sa P (k1, k2, . . . , kN ) oznaqimo stacionarnu verovatno�u tog sta�a,
a sa Pi(ki) marginalnu raspodelu da u stacionarnom re�imu u i-tom
qvoru ima ki klijenata, onda va�i da je

P (k1, k2, . . . , kN ) = P1(k1) · P2(k2) · · · · · PN (kN ),

gde su Pi(ki) stacionarne verovatno�e za sistem M |M |mi.

Mre�a sistema masovnog opslu�iva�a naziva se zatvorenom ako
ona nema ni ulaz ni izlaz. U takvoj mre�i stalno se nalaze K
klijenata, koji cirkulixu me�u qvorovima. Ovakva mre�a bi
odgovarala sluqaju kod kojeg je γi = 0 i

∑N
j=1 rij = 1 u �eksonovoj

mre�i. Postoji raspodela vektora P (k1, k2, . . . , kN ) za zatvorene
mre�e, ali kod zatvorenih mre�a ne postoji rexe�e u obliku
proizvoda, jer me�u komponentama vektora (k1, k2, . . . , kN ) postoji

slede�a zavisnost:
∑N
j=1 kj = K.

ZADACI

3.1 Skladixte ima jednu liniju za istovar, na koju kamioni sti�u
u skladu sa Puasonovim procesom u vremenskim intervalima
oqekivane du�ine 50min. Koliqina vremena potrebnog da se
istovari roba iz kamiona je eksponencijalno raspode	ena sa
oqekiva�em 40min. Odrediti mere performanse ovog sistema
opslu�iva�a.
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