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Mpeprosop

VY11deHuK npej BaMa je HaMeeH CTyIeHTUMa Apyre roguHe MatemMaTuukor ¢akynrera YHU-
Bep3muTeTa y beorpany m kopuctu ce 3a mpeaMeT ,,KoHCTpyKImja 1 aHaim3a ajnropuramMa” Ha
JpyToj TOOUHU CTyAUjCKOT nporpaMa MH(popmaTuka.

[perniocraBsba ce 1a cy CTYJICHTH Y paHUjeM IIKOJIOBAY YCIIEITHO CaBJIaJajii OCHOBHE eJie-
MEHTE POrpaMHpama 1 Jia Cy OBJIaJaJI OCHOBAMA JITOPUTMUKE (AaCMITTOTCKOM aHAJIM30M
cioxeHocTd 1 O-HOTAIMjOM, OCHOBHMM TEXHHUKaMa KOHCTPYKIIMje U aHAJIM3€e aJropuraMa u
OCHOBHHUM CTPYKTypaMa IoJjaTaka).

Teopujcku mperyiequ alropurama U CTpyKTypa mojaTaka qajy uHpopmaiivje Ha OCHOBY KO-
jux Ou ymranan Tpedaso na dyae y MOryhHOCTH Aa CaMOCTaJIHO Kpeupa UMILIEMEHTAlUjy y
MPOrpaMCKOM je3UKy Koju omadepe. Umak, uiycrpaiuje paau, alTOPUTMHU CY UMIUIEMEHTH-
paHu y caBpeMeHoM je3uKy C++ y3 MHTEH3UBHO Kopullhewe cTaHaapaHe OMOJIMOTEKE TOr
MIPOrPaMCKOr je3uKa. 3Hare OBOT je3uKa 1 OMDIMOTEKe ce, cTora, moapasyMmena. llpukaszane
cy yHKIM]e KOje UMIIEMEHTHPAjy OBE aJITOPUTME, [IOK je ITHCahe IOTILYHUX IPorpaMa Koju
KopucTe oBe (pyHKIIMje MpermymTeHo ynroany. KomiieTHa peliema ¢y JOCTyIHA Y OHJIajH
u3Jamy yIIOCHHUKA.

Marepujan U30KeH Y OBOM YIIOGHHKY YBEJHMKO IMpeBa3ujIa3W OKBHUPE jEJHOT jeHOCeMe-
CTPAJIHOT Kypca M Ha HACTaBHUKY je Jja oJadepe MOJACKYI TeMa Koje e J1a 00paau y TOKY
Kypca, uMajyhul y BUIy mprMeHe, MoTpede HapeAHNX KypceBa, ajld U Mpe3Hambe CTyIeHaTa.
Heke Teme ce MOTY ¥ OCTaBUTH CTYACHTHMA 328 CAMOCTAJIHH Pa.

HakoH cBakor noriaespa JaTo je HEKOJIMKO 3aaTaka KOjH WIyCTPY]y NPUMEHE OITUCAHUX TeX-
HUKa. Ty 3aganu npecTaB/bajy camMo WIyCTpalyjy, a CTyJeHTUMa KOjH JKeJie Ja CTEKHY OoJbe



IporpamepcKke BeITHHE ce caBeTyje Aa nmpopaje Behu dpoj 3agataka Koju ce Mory Hahu y Ha-
MEHCKUM 30UpKaMa 3aJaTaka U3 00JIaCTH aITOPUTMUKE, aJIi U HA MHOTYM OHJIajH IIOpTajuMa
noceeheHnM yuewy Nnporpamupama (Ha npumep, petlja.org, codeforces.com, leetcode.com,
geeksforgeeks.org UTH.).

Kwura uma u nparehe oHnajH uzgame, JOCTYNHO Ha aapecu http://algoritmi.matf.bg.ac.rs/
kiaa/index.html, y kome ce Hana3ze MHTEPAKTUBHU aIUIETH KOjU MOTY TIOMOhH CTyieHTUMa y
pasyMeBamy HEKHX TeMa.

3axBasmHn cMo Tipodecopy Muoapary JKuekosuhy, KOjH je Kpo3 CBOj YIIOEHHUK U MpeaBama
yTeMeJbHO MPUCTYI U3yYaBamwy anropurama Ha Matemarnukom cakynrery. Ha Beoma ma-
JPMBOM UHTay M KOMEHTApUMA U CYTeCTHjaMa KOje Cy JOTPHHENE KBAIUTETY KIbUTE 3aXBa-
Jbyjemo peuenseHTuMa Muonpary JKuskosuhy, [Ipeapary Januuuhy u Iparany Ypouesuhy
u xoneruaniy Tujanu [lykunosuh. Takobe ce 3axBajbyjeMo capagHUIIIMA W CTYAEHTHMA
KOJU Cy CBOjUM KOMEHTapuMa JAOIIPUHENN UCIIPaB/batby YOUEHUX I'pelllaka U MpoITycTa, Io-
cedHo Maruju Jlojosuhy, Jlazapy JoBanoBuhy, Mapky LiujetnnoBuhy, Kesbky 3ekaBrunhy
y My 3yossuh. 3axBannu cMo U Kojier Hukonu Ajzenxamepy Ha noMohu oko rpaduy-
KOT OOJIMKOBaa YIIOEHUKA.

Moute ce YnTaoLM [a Ha CBE MPOIIYCTe U €BEHTYaIHE IPEeLIKe YKAKY ayTOpUMa.

Ayitiopu



1. HanpegHe cTpyKType nogartaka

VY oBOM MOIIaBby NpUKa3aHa je UMIUIEMEHTAllja HEKUX HaIlpeJHUX CTPYKTYypa IOjaTaKa.
[Ipernioctapbamo fa je uuTamal] yrmo3HaT ca KOpUIIhemheM U UMILIEMEHTAINjOM OCHOBHUX
CTPYKTYpa MojiaTaka: CEeKBEeHIMjaJTHUX CTPYKTYpa Mojaraka (Hu3a, jeJHOCTPYKO U IBOCTPYKO
TOBE3aHe JIMCTe), CTeKa, pefia, pefa ca JBa Kpaja, pela ca IPUOPUTETOM, KAO0 M OCHOBHUX
acoIMjaTUBHUX CTPYKTYypa Mojaraka (CKyIa, MYJITHCKyIa W Marle, Tj. peuyHHKa) Kopwuinhe-
BeM xenr-tadena u OanaHcupaHux ypeheHUX OMHApHUX JpBeTa. 3a pasiiuKy Ol OBUX ejle-
MEHTapHUjUX CTPYKTYpa MoJlaTaka, Harpe/IHe CTPYKTYpe IO MPaBIITY HUCY JIe0 CTaHJapIAHUX
dubmMoTeka mMporpaMcKux jesmka (Ha MpuMep, HUCY YKJbydeHe y Oudnmoreke jesuka C++,
C#, Python, Java) 1 noTpedHO UX je MOCeOHO UMILIEMEHTHPATH (UM IIPEY3€TH HEKY jaBHO
JOCTYITHY UMIUIEMEHTALIU]Y).

Y oBoM nornasby hemo npoyduTH ciesiehe cTpyKType nojarakxa.

* IlpedpuxcHo apBo (eHrn. trie) omoryhasa ja ce Ha joll jelaH HAYMH UMILIEMEHTH-
pajy acolyjaTUBHE CTPYKType nojaraka (nopefj ypeheHux OMHapHHUX JpBeTa U Xelll-
Tadena), KOJ KOJUX Ce yMeTare U IpeTpara BpIl Ha OCHOBY KJby4YeBa KOjU Cy OOMYHO
WM HUCKE KapaKTepa WM HHCKe JIeKaJHNX Wid OuHapHuX Iudapa. OBa IpBera ce
O0OMYHO KOpHUCTE y ITpUMeHaMa 00pajie TeKCTa, Kao IITO Cy MpOBepa MpaBoIiuca U 00-
pana MpUPOJHOT je3WKa, 3aXBa/byjyhu cBOjoj MoryhHOCTH na epUKACHO CKJIaJUIITe
BeJIMKE PEYHHUKE KOjU CaJipikKe MHOIITBO CJIMYHUX PEUH, MPElU3HUje peud Koje Jiene
3ajeqHUYKe TpeduKce.

* dudoHauujeB XUI MTPEACTaBIbA jOII jeJaH HAYMH JIa C€ UMIUIEMEHTHpA peJ ca MpHo-
puTeToM (ropez Kopuihema KJIaCHYHOT OMHAPHOT XUIIa), KOJ KOJer ce, 3a pa3yuKy Of
KJIACUYHOT XUIIa, OIlepalije yMeTama, aJld U CMatbUBakbe IIPUOPUTETa HEKOT eJIEMEHTa
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1 HanpepgHe CTpPyKType nogaraka

U Crajarba JIBa XHIa BpIe Y aMOPTU30BAHOM KOHCTAHTHOM BpeMeHY (TIOJCETHMO ce,
OBE orepalyje ce Ko KJIaCMYHUX XMIIOBA BPIIE Y JIOTAPUTAMCKOM BPEMEHY).

CTpykTypa 3a npe/icTaB/bam€ JUCjYHKTHHX CKynoBa (eHr1. disjoint set union uim
union find) omoryhasa ia ce ogpaBajy KoJeKIHje ANUCjYHKTHUX CKYIOBa (TI0/ICKYOBa
HEKOT CKyTa), y3 MOTyNHOCT e(prKacHOT MpoHaakera CKya KOMe AaTH eJIeMeHT TpH-
naja v epuKacHOr Criajama IBa CKyIa y jeJaH.

CTpykType 3a e(pukacHO H3BpLIABaK-€ YINTA pacnoHa (eHIL. range queries) OMo-
ryhaBajy na ce HakoH ozpeheHe npenodpase (€HII. preprocessing) HU3a ejeMeHaTa
erKacHO M3BpIIIaBajy orepalyje HaJl ’heTOBIM CEerMEeHTHMa (TIOMHI30BMMa y3acTOl-
HUX eJIeMeHaTa), MOIyT, Ha PUMep, M3pauyHaBarba 301pa ejeMeHaTa cerMeHTa, MAUHU-
MyMa WM MaKCMMyMa eleMeHaTa cerMeHTa uta. Heke o 0BEX CTpyKTypa JOIyIiTajy
e(rkacHO KOMOMHOBake aXypupama HojaTaka (MIpoMeHy M0jeJUHAYHMX elleMeHaTa
WIM aXypupama LeJuX cerMeHara yBehameM CBHX elleMeHaTa 32 HeKYy BPEeIHOCT) U
M3padyHaBama MIOMEHYTHX CTATUCTHKA.

1.1 MpecukcHo apBO

CrpyKTypa mojartaka ca acoIMjaTUBHUM NPHUCTYIIOM (CKYII, Mamna Tj. peYHHK), KOJ KOoje ce
MIPUCTYTI €JIEMEHTUMA BPIIIH 1O KJby4y, e(pUKaCHO ce MMILIeMEHTHUpa KopullithemeM ypeheror
SunapHor npeeta wim xem-Tadene’. Kibyd He Mopa outn 1eiodpojHa BpeaHocT, Beh HucKa
KapakTepa, HUCKa OMTOBa WM HEIITO JPYTo.

| Mpumep 1.1.1

Ha cauyu 1.1 dpurxazano je ypehero dunapro gp@o2 Koje cagpacu HUcke ana, at, no¢, noz, da,
dan, duh u duz kao ksmwyuese.

Cnuka 1.1: YpeheHno duHapHO APBO YMjU Cy KJIbYYEBU HUCKE.

'Kop aconujaTMBHUX CTPYKTypa NojaTaka NpUCTYTI eJleMEHTHMA Ce BPIIM Ha OCHOBY BPe/IHOCTH KJbyya, a He

Ha OCHOBY MHJIEKCa, OTHOCHO MO3HIIHje eleMEeHTa y CTPYKTypH MofaTaKa.

Tlopen TepMUHa IPBO (CHIVL. tree), 4ecTo ce KOPUCTU M TEPMUH CTadJIo.
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[Tpunukom cBux omnepauyja ca ypeheHrum OMHapHUM APBETOM (IIpeTpara, OpUcame, yMeTame)
y CBAaKOM YBOpY ce BpIIH ropeheme KibyueBa (OHOT KOJjH je 3amvcaH Y YBOPY U OHOT KOjH ce
oOpabyje) 1 Kaaa cy KJbyuyeBU HUCKE (a1 U HEKM Apyru Behu nogaim), To nopehemwe Moxe
3axTeBaTy JI0CTa BpeMeHa U JIOIIe YTULaTH Ha IepdopMaHce.

Jom jemHa cTpyKTypa mojgaraka y BUAy ApBeTa Koja omoryhaBa epukacaH acolldjaTHBHU ITPH-
CTYI KaJla Cy KJbyueBU HUCKE je ipegpurcHo gpeo (eHri. prefix tree), Takohe Mo3HATO MOJ €H-
IJIeCKMM Ha3UBOM frie (of eHrnecke peun reTRIEval). TlpedukcHo ApBO epUKacHO peraBa
cneaehu npodnem.

Mpoo6nem

Aepunucaitiu  acoyujaitiueny cripykiiypy #ogamiaka xoja omoiyhasa umuitiepghejc
ckyila/maiie (gogasarve, Wpadcerse U OpUCarbe enemeHamia) iy Kojoj cy Kjvyueu HUCKe
UNU HUZ08U, a KOja Hogpacasa u egpuKacHo IpoHaNadCeHe COUX eNeMEeHAaa lju KblyUueau
umajy 3agariu upeguxc.

1.1.1 CTpyKTypa npedMKCHOr apBeTa

OcHOBHa 1Jieja OBe CTPYKTYype MojaTtaka je Aa ce Kibyd NpUIPYKEeH YBOpY JoOHja HaIoBe3U-
BambEM KapaKTepa KOjU ce Hajla3e Ha rpaHama Oy IyTame 0J] KopeHa A0 Tor ysopa. Kopen
caJpK MpasHy pedy, a MpelackoM IPeKo IpaHe ce Ha o Tajaa (popMupaHy ped 37ecHa Ha-
JIOBe3yje joIl jemaH KapakTep, Ila CBAKOM YBOPY OAroBapa Heku npedukc Kbyda. [Iputom,
3ajeJHUYKY NpepUKCH Pa3IMUMTUX KJbyueBa Cy MPEICTaB/beH! UCTUM ITyTarbaMa Off KOpeHa
70 TauKe pa3/MKoBama (YBOpa KOjU OAroBapa HajIyXkeM 3ajeTHIUYKOM Npedukcy). YBopoBu
MpepUKCHOT JpBETa MOTY UMATH Pa3JIMUUT Opoj Aelie, ajli MaKCUMaJIHU Opoj aeue ogpeheH
je BeJINUMHOM a30yKe Koja ce KOPUCTH 32 KoJupame KibydeBa. Ako ce momohy npedukcHor
ApBeTa UMILIEMEHTHpPa Mana (PEeYHHUK), Ta[a ce CBaKOM KJbyuy NPUAPYXKYje BpeqHoCT (moja-
TaK KOjU Ce YyBa y YBOPY APBETa KOjUM Cce KOMILUIETUpA Taj KJby4).

I Mpumep 1.1.2

Cmuka 1.2: IIpumep npeuKCHOT JIpBeTa.
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Tpumep apepurcror gpeeitia gaiti je Ha cauyu 1.2. Kwyuesu koje 06o iipecpukcHo gpeo uyea
CY uciiu oHU Koje uyea ypeheno ounapro gpeo ca cauke 1.1: ana, at, no¢, noZ, da, dan, duh u
duz (be3 dpugpyscenux iogaimiaka). Behuna xmwyuesa xoje 080 ipedurcHo gpso uysa ce 3a-
8puiasa y Hexom og auciiosa. Mehywium, o y onwitiem cayuajy He Mopa ga 8axcu: Koy
da ce He 3a8puiasa y auciiy. Ciniola je HoipeOHo ga céaku 48op UpeurcHol gpeeitia uysa u
UHGOpMayUjy o Wome ga au ce rUMe KOMIAEIUUpPa HeKU Koy Uiy He (Witio ce AaKo umiie-
MeHIUpa gogasarsem ogiosapajyhe noiuuke apomerouge y usop gpeeitia). 4eoposu kojuma ce
Komidaemupa Heky Kaoyy cy odojeHu. Hayciipayuje pagu, y ueoposuma cy Upukazane o3Hake
akymyaupare go wux usoposa. Tpeba umaiiu y eugy ga ce oHe He UY8ajy eKCHAUUUITHO Y

ugopy.

Mana npeukcHOT JpBeTa MOXe OUTH TO LITO Y3 MOJATKe KOje YyBa 3ay3uMa 1 IyHO JOo/IaTHe
MeMopHje (3a 4yBambe MOKa3MBaya) U CTOra je MoeJbHO KOMIIPUMOBATHU Ia. AKO HEKU YBOD
MMa caMoO jeJJHOT MOTOMKA M He IPE/CTaB/ba Kpaj HEKOI Kibyda, rpaHa JI0 Wera 1 rpaHa of
IEra ce MOTY CIIOJUTH y jefiHy, BUXOBU KapaKTepy HaJOBE3aTH, a YBOp eauMuHucaTd. Ha
0Baj HAUMH Ce J0OMja KOMIIAKTHHU]a perpe3eHTalyja npeukCHOT JpBeTa, o3HaTa  Moj Ha-
3UBOM pagukc gpeo (eHr. radix tree), KoJ KOje CBaKM YHYTpallllby YBOP UMa Oap ABa JeTeTa
(cmka 1.3). 3a pas3nuky of perysiapHor npe@HuKCHOr JpBeTa, 'paHe PajuKC JpBeTa MOTY
duTH O3HaUeHE HUCKaMa, a He CaMo TI0jeAMHAaYHUM KapakTepuMma. [IpeqHocT pagukc apeera
je mpe cBera y ToMe IITO Cy MPOCTOPHO e(pUKACHHU]a, IOCEOHO Y ClIydyajy Kajaa ce y JpBeTy
YyBajy Jyradke HHCKe KOje umajy Ayre 3ajeHHYKe TpeduKce.

Cnuka 1.3: TIpumep KOMIIPUMOBaHOT MTPe(PUKCHOT IPBETa, KO/ Kora Cy I'paHe O3HaYeHe HU-
cKama.

IMopen Tora Tora mro ce npepruKCHUM APBETOM MOTY UMIIJIEMEHTHPATH OILITE aCOLjaTUBHE
CTPYKTYpE Kao CKyIl ¥ Mara, NpeuKCHAM JPBETOM MOXKE CE MMIUIEMEHTUPATH U KOHAYHU
PEeYHUK Koju omoryhaBa ayTOMaTckO KOMIUIETHPae WM MIPOBEPY MCIPABHOCTH, OJHOCHO
ayTOMAaTCKO UCIIPaBJbakbe PEUM KOje KOPUCHUK YHOCH Ha payyHapy WM MOOUIIHOM TeJiehoHYy.

KibydeBu y npeduKCHOM ApBETY HE MOpajy OMTH HMCKJbYYMBO HHCKe Kapakrtepa. Ha mpu-
Mep, Yy NpeUKCHOM JpPBETY MOXEMO YyBaTHU M KJby4eBe KOjU Cy MPUPOJHU OpOjeBH, MpU
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4yeMy ce Tafa KOpUCTH HU3 nudapa y BbUXOBOM JIeKaJHOM WM OMHapHOM 3anucy. Tlopen Hu-
CKH, Hajuernhe ce kopucTe OMHAapHE pernpe3eHTaryje dOpojeBa (PUKCHe MUprHE (3arMCcaHux
ca (puKkcHUM Opojem OuHapHuX uudapa).

1.1.2 Onepauyuje Hag NpedMKCHUM APBETOM

Onepanyje Tpaxema 1 yMeTama eJleMeHarta y npeprKCHO ApBO BpILE ce HAa MPWINYHO OUU-
I7eJaH HAUMH, JIOK je y cilydajy Opucama HeKajaa MoTpedHO OpUcaTH BUIIE O jeIHOT YBOPA.

HcrmTrBame fa m ce HeKa ped Hajla3u y IpeUKCHOM JPBETY MOXKE CE PEeaTn30BaTh PeKyp-
3MBHOM (DYHKLIMjOM KOja Kao apryMeHTe MpuMa KOpeH APBETa U ped KOjy TPaxu y OpBETY
(TOKOM peKyp3UMBHUX T03MBA y MMUTamky je KOpeH ofaropapajyher nmoaapsera npeuKCHOT Ip-
BETa U HEKU Cy(pUKC peud Koja ce mpeTpaxyje). AKO je ped npa3Ha, OHa ce Hajlas3u y JpBeTy
aKO U CaMo aKo je KopeH 00esiexkeH Kao Kpaj Kbyda. AKO ped Huje mpa3Ha, 1a OU ce OHa MO-
IJ1a HAJIA3UTH Y IPBETY NMOTPedHO je Aa IMOCTOjU AeTe KOpeHa O KOI Ce CTHXE MPEKO HEHOT
TIPBOT CJI0BA U TaJ1a MpeTpary HacTaB/baMo PEKYP3UBHO O] TOT YBOpa 3a Cy(pHKc peun de3 Tor
IIPBOT CJIOBA.

U onepanyjy ymeramwa peun y npepukCcHO JpBO MOXEMO UMIUIEMEHTUPATH Ka0 PEKYP3UBHY
(pyHKIIMjy KOja Kao aprymMeHTe A0oOWja MpuMa JIpBeTa M ped Kojy Tpeda ydanuTH y To ApBO.
AKo je peu npasHa, o0eJieskaBaMo Ja ce y KOpeHy Hajla3d Kpaj peur. Y CyImpoTHOM IpoBepa-
BaMO Jla JIM IIOCTOjU JIeTe KOpeHa 0 KOT e CTHXKE IIPBUM CJIOBOM T€ PEUX U aKO He IIOCTOjU
JojajeMo ra. 3aTMM peKyp3MBHO HACTaB/baMO yMETame O[l TOr YBopa M ymehemo cydukc
peun de3 Tor MpBOT CJIOBA.

Bpucame peun u3 npedukcHOr gpBeTa ce Takohe MOXke MMIUIEMEHTHPATH PEKYypP3WBHOM
(yHKIIMjOM KOja Kao apryMeHTe MmpuMa KOpeH ApBeTa U ped Kojy Tpeda odpucatu (TOKOM
PEKyp3MBHHUX MO3MBa aprymMeHT he OuTm KopeH oaromapajyher moanpseTa mpedUKCHOT
JpBeTa U HeKu cy(bUKC peud Koja ce opuiie). AKO je ped mpas3Ha, O3HauaBaMo Aa TeKyhu
YBOP BUIIIE HUje Kpaj peur. AKO ped HHje Ipa3Ha, IPOBepaBaMo Ja JIv MOCTOjH AeTe KOpeHa
J0 KOT C€ CTHkE MPBUM KapaKTEpPOM T€ PeUH M aKO MOCTOjU PEKYP3UBHO OPUILIEMO CY(UKC
peur Oe3 IPBOT CJIOBA U3 JIPBETa YMjU je KopeH To aeTe. Ha kpajy pekyp3uBHe (pyHKIIH]je,
MpoBepaBaMo J1a JU TeKyhu 4yBOp MMa [Ielle ¥ aKO HEMa U HUje Kpaj peud, OpULIEeMO U Taj
YBOp U3 ApBeTa.

V HacTtaBKy Cy AaTe MMIUIEMEHTallje OCHOBHUX olepainuja Haja NpeUKCHUM JIpBETOM Ha
npuMepy popMupama 1 MpeTpare ckyna peqr Ha eHIJIECKOM je3UKy. Y OBOM IpUMepy KJbY-
YEBU Cy peud (HUCKE KapaKTepa) U HUCY UM NPUAPYXKEHE HUKAKBE BpeaHocTu. IloTpedHO
je moapxkaTH onepanyjy JoJaBama KJbydeBa y CTPYKTypy NojaTaka U MpoBepe Ja JIU KJbyd
MOCTOjU Y CTPYKTYpH. UBOp mpeduKcHOT apBeTa MoXe ce AepUHICATH TaKo Ja CafpKu HI3
MOKa3MBaya, YMjUM eJIeMEHTHUMa OArOBapajy CBU MOryhu KapakTepu a3dyke U3 Koje ce ¢op-
MHpajy KJby4eBH (HIIp. TMOIITO CE€ Y OBOM IPUMEPY KOIUPAjy caMO pedr KOje ce cacTtoje o
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MaJIMX CJIOBa EHIJIECKe aderiesie, MOXXeMO KOPUCTUTH HU3 MOKa3uBayva ayxuHe 26). Mehytum,
e(dukacHmje je y CBaKOM YBOPY UyBaTH MH(pOpMaIHje caMo O OHUM KapaKTepruMa 3a KOje To-
CTOjH IpaHa U3 TOT YBOPa, OAHOCHO Y OBE CBPXe MCKOPHUCTUTH Mare. Jlakie, y CBaKOM YBOpY
npeduKcHOTr pBeTa dyyBaMo HeypeheHy (Xeln) Mary Koja KapakTepuMa MpUApYXyje rpaHe
Koje Kpehy U3 Tor 4BOpa Ka HeroBoj Jeny, IpU YeMy KOPUCTUMO OUDJIMOTEUKY UMILIEMEH-
Tarujy xem-mare (Kjacy unordered_map JIeKJapucaHy y ICTOMMEHOM 3ariaBiby). Onepariuje
yMeTama 1 IIpeTpare ce MOTy jeJHOCTaBHO MUMIUIEMEHTHPATH OUJI0 PEeKyp3UBHO OMIIO UTEpa-
TUBHO (Y HACTaBKY je MpHKa3aHa peKyp3UBHA UMILIEMEHTAIH]a).

// osnovna struktura cvora prefiksnog drveta - u svakom cCvoru cuvamo
// - mapu koja karakterima pridruZuje pokazivace ka potomcima
// - informaciju o tome da li je u cvoru kraj neke reci
struct cvor {
unordered_map<char, cvor*> grane;
bool krajKljuca = false;
¥

// sufiks koji pocinje na poziciji i1 reci w traZzimo
// u drvetu na ciji koren ukazuje pokazivac drvo
bool nadji(cvor *drvo, const string& w, int i) {
// ako je sufiks prazan, on je u korenu akko je u korenu obeleZeno
// da je tu kraj recti
if (1 == w.size())
return drvo->krajKljuca;

// traZzimo granu na kojoj pise w[i]
auto it = drvo->grane.find(w[i]);
// ako je nademo, rekurzivno traZimo ostatak sufiksa od pozicije i+1
if (it !'= drvo->grane.end())
return nadji(it->second, w, i+1);

// nismo nasli granu sa w[1], pa rec ne postoji
return false;

// trazimo rec¢ w u drvetu na ¢iji koren ukazuje pokazivac drvo
bool nadji(cvor *drvo, const string& w) {
return nadji(drvo, w, 0);
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// umetanje sufiksa koji pocinje na poziciji i1 reci w
// u drvo na ¢iji koren ukazuje pokazivac drvo
void umetni(cvor *drvo, const string& w, int i) {
// ako je sufiks prazan samo u korenu beleZimo da je tu kraj rect
if (1 == w.size()) {
drvo->krajKljuca = true;
return;

// traZzimo granu na kojoj pise w[i]
auto it = drvo->grane.find(w[i]);
// ako takva grana ne postoji, dodajemo je kreirajuci novi cvor
if (it == drvo->grane.end())
drvo->grane[w[i]] = new cvor();

// sada znamo da grana sa w[i] sigurno postoji i1 preko te grane
// nastavljamo dodavanje sufiksa koji pocinje na poziciji i+1

umetni(drvo->grane[w[i]], w, i1+1);

// umetanje reci w u drvo na ¢iji koren ukazuje pokazivac drvo
voild umetni(cvor *drvo, string& w) {
return umetni(drvo, w, 0);

// brisanje drveta sa korenom u cvoru drvo
void obrisi(cvor *drvo) {
if (drvo != nullptr) {
for (const auto& p : drvo->grane)
obrisi(p.second);
delete drvo;

Kana a30yka kojom ce koaupajy kjbydeBd mMa J{ elemMeHaTa W Kaja ce y CBAKOM YBOPY
yyBa HeypeheHa Mama rpaHa, CIOXKEHOCT olepalyja MpeTpaxuBamba, yMeTamba U Opucarmba
eJleMeHTa 13 npepuKCHOr apBeTa je y Hajropem ciydajy O(mK), tae je m nyxuHa peun
Koja ce Tpaxu, ymehe wiu Opuine. 3aucra, CJIOKEHOCT Hajroper ciiyyaja mperpare Heype-
bene mane je O(K ), a npumkom odpaje Kibyda yKUHE 7 BPIIM Ce 1M TAKBUX MPeTpara.
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Ca jipyre cTpaHe, aMOPTH30BaHa CIIOKEHOCT TIpeTpare Heypehene mare je O(1), ma je amop-
TU30BaHa CJIOKEHOCT OBUX onepanuja O(m). AKO ce paau ca HUCKama KapakTepa M ako ce
HeypeleHa Mara UMIUIeMeHTHpa oMohy Husa o /X enemeHara, oHzia je M CJIOKEHOCT Haj-
roper ciy4aja O(m). TlpumMeTuMo Ja je IPUIMKOM TpeTpare Opoj orepalyja OrpaHudYeH 1
ITyXUHAMa peuyd Koje ce Haslase y ApBeTy, 1a ce, Mpelu3HIje, CI0KEHOCT MOXKe OrpaHUIUTH
u ca O(min(m, M)), tae je M nyxuHa Hajayke peun Koja ce Hasa3u y JpBeTy.

Hodpa crpaHa npeUKCHOT IpBeTa je TO IITO CIOKEHOCT YMETamwa 1 MpeTpare 3aBUCH Of 1y-
JKHHE 3a1rca KJby4a, a He o7l Opoja eJleMeHaTa KOju ce 4yBajy y ApBery. MaHa je moTpeda 3a
YyyBameM II0Ka3MBaya y3 CBaku 4Bop y Apeery. llrtaBuiie, npocTopHa CIOXKEHOCT NMpeduk-
CHor apBeTa y HajropeMm ciydajy usHocn O(M N K), rne je ca N o3HaueH dpoj Kibyuesa
KOjH ce uyBajy y npedukcHOM OpBerty, a ca M/ MakcumaiHa aykuHa Kjbyda. Hamme, makcu-
ManHu Moryhu Opoj uBopoBa npedukcHor apeera jeaHak je O(M N) u omroBapa ciydajy
Kajla HeMa HUKaKBOT [IpeKJIanama Kapakrepa Mely KJbyueBuma, 0K je IPOCTOPHA CJIOKEHOCT
cBakor uBopa jeanaka O(K') 300r norpede dyBara Mare y cBakoMm uBopy. [Ipumerumo aa
je oYeKMBaHa IMPOCTOPHA CIIOKEHOCT Mama jep he ce y ciydajy peanqHe KoHauHe a3dyke (Ha
NIpUMep, eHITIECKe adelieie) MPBO MpeKJanamke jaBUTH HajKacHUje HAKOH 26 KIbyueBa.

Cmarmeme MEMOPH)CKE CJIOKEHOCTHU Ce MO>Ke IOCTHNY 1 TAKO IITO CE CMarby BeJINYMHA a30yKe
(mo neHy moBehamwa AyxuHe Kibyda). Ha mpumep, ymecto 256 pasnnuuTux 8-OUTHUX Ka-
pakTepa, MOKEMO CBAaKM KapakTep IMOJEIUTH Ha JBe 4-OutHe monoBuHe. Tako ce camo 16
pasnuuTHX 4-OMTHHX KapakTepa, ajli ce Ay>KMHa CBaKOT KJbyda JjBa IyTa nosehasa.

Kapa d6u ce ymecTto nmpedUKCHOr IpBeTa KOPUCTWIO OallaHCUpaHO ypeheHo OMHapHO IPBO
KOje O UyBajio KOMIUIETHE K/byueBe Y YBOpOBUMa (ciuKa 1.1), BpeMeHcKa CI0KEeHOCT ore-
paluja npeTpaxuBama, yMeTama u Opucama ou y Hajropem ciydajy owra O(M - log N),
e je ca N o3HaveH yKymaH Opoj KJbydeBa KOju ce 4yBajy y ApBeTy, a ca M makcuMaiHa
nykuHa Kbyda. [IpocropHa cioxkeHoct ose crpykrype je O(M - N).

Kana ce kopuctu xem Tadesna, MpUIMKOM CBake orepalyje yMeTama U IpeTpare mMopa ja
Oy/e M3pauyHara Xelll BPEJHOCT K/bydya KOjHU ce Tpaku 3a 1mTa je norpeduo Bpeme O(M).
¥V 3aBUCHOCTH 0]1 Opoja KOJIM3Mja, Bplie ce nopehema Xell BpeAHOCTH (Y HajropeM ciiydajy
wux O(N), a amopruzoaro O(1)). Ha Kkpajy ce Kibyd KOjU Ce TPaxu M KJbyd CJIOTa KOju
je mpoHaljeH Ha OCHOBY jeIHAKOCTH XeIl-BPeJHOCTH eKCIUIMLMTHO MOpese, 3a ITa je Takohe
norpedHo Bpeme O(M) (a ako mocToje Komsuje 0Bo nopehetse ce BpIK HEKOIMKO MyTa).
3aro je ciokeHoct Hajroper ciyyaja oneparmja O(N + M), a aMopTU30BaHa CJIOKEHOCT
O(M). Tomro K/byd MOpa OUTH 3aIMCaH EKCIUTMIMTHO Y CBAKOM CJIOTY Tabele, IpOCTOpHa
cinoxkenoct je O(M - N).

VY T1abemu 1.1 mpukazaHa je (aMOpTH30BaHA) CJIOKEHOCT Pa3HMX HMMIUIEMEHTAldja CKy-
nosa/Mamna. [IpernocraBbamo J1a je AyKHMHaA pedu Koja ce odpalyje m, MakcuMaHa AyK1UHa
peun M, dpoj peun y kosnekuuju N, a BemurHa azdyke K.
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Tabena 1.1: CitoeHOCT pa3IMUUTUX UMIUIEMEHTALMja PeYHUKA

Xemr tadenia  banancupano dunapHo ypeheno agpso  IlpeduxcHo apBo

[perpara  O(m) O(mlog N) O(m)
Vmerawe O(m) O(mlog N) O(m)
Bpucawe  O(m) O(mlog N) O(m)
IIpoctop  O(MN) O(MN) O(MNK)

Jaxie, MOXeMO IIPUMETUTH Ja NpehUKCHO JPBO HEMa JIOIIUjY CJIOKEHOCT Of Xell-Tadera,
aJI1 OAIPKaBa HOBY orepalyjy (IpoHaIaXkewe CBUX peUyr Koje UMajy aTu npedukc) u crora
ce KOPUCTH MPIJIMKOM pelllaBama MpodsiemMa y Kojuma je Ta ornepalyja KOpUcHa.

3aparak: MNap koju paje Hajsehn XOR

Hanwuim nporpam koju mel)y yHeTM Heo3HaueHuM OpojeBuMa oapehyje oHaj map Koju gaje
HajBehu pe3ynrTar npu onepanuju ekckiy3uBHe aucjyHknmje (XOR) muxoBrx OWHApHUX 3a-
THca.

Omnuc yna3a

Ca crargapaHor ynasa ce yHocHu opoj 1 (1
npupoHux dpojesa uamehy 0 u 1018,

< n < 100000), a 3aTum y HapeaHOM peny 1

Onuc u3aasa

Ha crangapanu u3na3 ucnmcaTd MakKCUMAJIHY BPEJHOCT KOja ce MOXe JI0OMTH Kajia ce eK-
CKJIy3MBHA JIMCjyHKIIMja MPMMEHH Ha HeKa JIBa yHeTa opoja.

IIpumep

Yaas Hznaz  Objawrverse

5 7 Hajsehu pesynrar 7 qoduja ce eKCKIy3MBHOM AWCjYHKIIUjOM OpojeBa

12345 3 14 (’BUXOBU OMHAPHU 3aIIKCH Cy 00. . .0000011 1 000. . .000100). ctu
pe3yaTat Joduja ce ¥ eKCKIIY3UBHOM JMCjYHKIIMJOM OpojeBa 2 u S (1bU-
XOBU OMHAPHU 3aIUCH Cy 0000..0000101 1 0000. . .00000010).

Pewene

Pememe rpydbom crtom mogpasymeBa Ja ce Ha CBakM map OpojeBa mpuMenu oneparpja XOR
¥ Jla ce WCTIMIIE MaKCUMyM lodujeHux pesyiitata. CiokeHocT oBor npuctyma je O(n?).

EdukacHuje pememe MOXEMO JOOUTH MPUMEHOM HANpeIHUX CTPYKTypa mopaTtaka. Iloky-
[1ajMO Ja 32 CBAaKM HOBU YHETH Op0Oj epuKacHO U3pauyHaMo HajBehu Opoj Koju ce Moxe I10-
ourtn npumenom onepanyje XOR Ha wera 1 HeKy O IPETXOAHO YHETUX OpojeBa (y peliemwy
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rpyooM cuiioM, TO ce [iellaBa y YHyTpaulwoj newbH). IlokymajMmo ga Taj dpoj onpeaumo
duT-1mo-oUT M TO KpeHyBuM of OuToBa HajBehe Texune. Ha mecty duta HajBehe TexuHe
MOxeMo nodoutu 1 ako Tekyhu 0poj nounme outom 0 U Mehy paHuje yuuTaHUM OpojeBUMa
TIOCTOj1 HEKH KOjU Mouumbe dutoM 1 niam ako Tekyhu dpoj nounse dutom 1 u mely panuje
Y4UATaHUM OpOjeBUMA NIOCTO jU HEKU KO jU ouribe OuToM 0. ¥V cynpoTHOM, Ha MecTy HajBehe
TexHHe pesyirata Mopa outu out 0. HakoH onpehuBama npsor Outa, onpehyjemo HapeaHu,
aym y ciaydajy Ia cMo Ha Bozehe mecto pesynTara ynucanu 1, mehy yuutaHuMm HUCKama 3a-
JpKaBaMo caMo OHE Koje Ccy Ha BojieheM MecTy UMaju OUT cynpotaH Bogehem Outy Tekyher
Opoja (y ciydajy ma cmo Ha Boaehe mecto pesynrara ymucanu 0, Tana cy CBM paHUje yIUTaHU
OpojeBu MOUMbAIM UCTUM OUTOM KOjUM Mouuibe TeKyhu Opoj u cBU ce 3aapxkanajy). Ilo-
CTYIIAK caja IOHABbaMo 32 JIpyry OUT, [IpU YeMy pa3MaTpaMo caMO HUCKE KOje HUCY paHuje
ondaueHe.

I Mpumep 1.1.3
lpeiuiiociiasumo ga cy gamiu opojesu 1001, 1010, 0110 u ga je imiekyhu 6poj 0010.

* Ha sogehe mecitio pe3yaitiaitia Moxcemo yaucaiiu 1, ipu uemy 3agpircasamo Hucke 1001,
101e0.

e Ha gpyio mecitio pe3yaiuaitia mopamo yiuucaiiu 6, jep cee 3agpicane HUCKe HA Mecily
gpyiot duitia umajy 0, uciio Kao u iexkyhu opoj. Obe HucKe ce 3agparcasajy.

e Ha iipehe mecitio pe3yniiaitia Modxcemo yiucaimiu 1 u imiaga 3agpicasamo camo HUCKY
1001.

* Ha kpajy, na ilocnegroe meciio pe3yniaiia mModicemo yiuucaiy 1.

Konauan pesynitiaii je, gaxne, 1011 u on ce goduja iipumerom oitepauuje XOR na nucke 0010
u 1001.

ITperpary MoxeMo BeoMa jeIHOCTAaBHO OPraHN30BaTH aKo CBE yUUTaHe OMHAPHE 3aIlice jelaH
IO jeslaH ynucyjeMo y npedgukcHo apso. IIpunrkom odpane tekyher dpoja, berope durose
IIPOJIa3UMO CJIEBa HAaJECHO, 3a CBakU OUT ce ciymrtajyhu Ha HapeaHu HuBo apeera. Ha cBa-
KOM HUBOY JIpBETa, JaKje, oapehyjemo jenan dOur pesynrara. Ako Ha TeKyheM HUBOY OCTOjU
rpana odesie;keHa OUTOM CYITPOTHOM of1 TeKyher durta TpeHyTHOT dpoja, CITyIITamMmo ce hoMe U
y pe3yJITaT YIucyjeMo jeIUHUILY, JOK Ce Y CYIPOTHOM CIYIUTAaMO I'PaHOM Ha KOjOj ce HaJla3u
ouT jemHak Tekyhem OWTy TpeHYTHOT Opoja Uy pe3ysTar ynucyjemo Hyay. CroymrameM Ha
HapeJHU HMBO JpPBETa YjeJHO eJIMMHHHILIEMO CBE OHE HHCKE KOje Ha oaroapajyhem mecty
HeMajy noTpedan dut. OBaj MOCTYIAK je WIYCTPOBAH HA HAPEIHO] CIUIIH.
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Tekuci broj: 0010 Tekuéi broj: 0010 Tekuci broj: 0010 Tekuéi broj: 0010 Tekudi broj: 0010
Rezultat: Rezultat: 1 Rezultat: 10 Rezultat: 101 Rezultat: 1011
Preostale niske: Preostale niske: Preostale niske: Preostale niske: Preostale niske:
1010, 1001, 0110 1010, 1001 1010, 1001 1001 1001

CroxeHoct oBor anropurMa je O(n), py 4eMy je KOHCTaHTa je[iHaKa Opojy OUTOBA KOjuUMa
ce 3amnucyjy 0pojeBu (C 003UPOM Ha OrpaHUYEHA AaTa y 3aJaTKy, To je 64).

// cvor binarnog prefiksnog drveta
struct Cvor {
Cvor* grane[2];

};

// kreiranje novog cvora drveta

Cvor* noviCvor() {
Cvor* novi = new Cvor();
novi->grane[0] = novi->grane[1] = nullptr;
return novi;

// ubacivanje broja (njegov binarnog zapisa) u drvo
vold ubaci(Cvor* koren, unsigned long long broj) {
Cvor* cvor = koren;
unsigned long long mask = 1ull << (8*sizeof(unsigned long long) - 1);
while (mask != 0) {
int bit = (broj & mask) != 0;
if (cvor->grane[bit] == nullptr)
cvor->grane[bit] = noviCvor();
cvor = cvor->grane[bit];
mask >>= 1;
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// brisanje drveta
void obrisi(Cvor* koren) {
if (koren != nullptr) {
obrisi(koren->grane[0]);
obrisi(koren->grane[1]);
delete koren;

// maxXOR koji moze da se napravi izmedju elemenata drveta i datog broja
unsigned long long maxXOR(Cvor* koren, ull broj) {
Cvor* cvor = koren;
unsigned long long rez = 0;
// analiziramo sve bitove datog broja
// maska sadrzi tacno jednu binarnu jedinicu i ona se pomera nalevo
unsigned long long mask = 1ull << (8*sizeof(unsigned long long) - 1);
while (mask != 0) {
// tekucil bit datog broja
int bit = (broj & mask) != 0;
if (cvor->grane[!bit] != nullptr) {
rez = rez | mask;
cvor = cvor->grane[!bit];
} else
cvor = cvor->grane[bit];
mask >>= 1;
}

return rez;

int main() {
// broj brojeva
int n;
cin >> n;
// prefiksno drvo
Cvor* koren = noviCvor();

// ubacujemo prvi broj
unsigned long long Xx;
cin >> x;
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ubaci(koren, x);
unsigned long long max = 0;

for (int 1 = 1; 1 < n; 1++) {

cin >> Xx;

unsigned long long rez = maxXOR(koren, x);
if (rez > max)

max = rez;
ubaci(koren, x);

}

cout << max << endl;

obrisi(koren);
return 0;

1.2 du6oHauunjeB xun

PenoBu ca npuoputeToM ce 0OMYHO UMILIEMEHTHpAjy KOpUIINeweM CTPYKType mojaraka
XUIl. 3a pasjvKy oJf OMHAPHOT XUIIa y KOM Ollepalifja yMeTama eJIeMEHTa UMa JIOTapUTaMCKy
crnoxenoct, PudboHAUMjEB® XU je CTPYKTypa MojlaTaka KOJ[ KOje orepallija yMeTarmba HOBOT
eJleMeHTa MMa KOHCTAHTHY aMOPTHU30BaHy CJIOKEHOCT, IITO je unHu Opxom. JlomatHo, du-
donaunjeB xun omoryhasa 1 criajame JBa XUIa y jelaH Kao U CMarbUBarbe BPeAHOCTH KJby4a
y KOHCTaHTHO] aMOPTH30BaHO] CJIOKEHOCTH, IOK CJI0KEHOCT N3dalyBamba MUHIMyMa OcTaje
noraputaMcka. [Jakie, PuOOHaUMjeB XUl YCIEUIHO pellasa cieaehn npodiem.

Mpo6nem

Aepunucaitiu ciupyxiiypy iogamiaka Koja iogpicasa eghuxkacHo uzepuiagaree (Y amopiiu-
306aHOM KOHCIUAHIIHOM UAU AolapuitiamcKom epemery) caegehux oilepayuja:

e napravi_hip() - upaeu noeu upasmu xui
e umetni(H, v) - ymehe enemeniii ca epegrouthy Kayua v y xuii H
e minimum(H) - 6paha eaemeniti xuila H ca MUHUMAAHOM 8pegHOuthy K/oyua

3 Jleonapyo IMuzano ®udonaun (ut. Leonardo Bonacci), (oko 1170-1240), uranujaHcku MaTemMaTayap.
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* izbaci_minimum(H) - Opuie enemeniti xuila H ca munumanrnom epegrnouthy Kooyua u
epaha ia kao pe3yainaii

e unija(H1,H2) - 0og gea xuila H1 u H2 fpasu HOBU XUil KOJU CAgpICU cee enemeHilie
UONA3HUX XUHO08A

e smanji_kljuc(H, x, v) - enremeniuy x xuila H ce peHyiHa 6pegHOCIU KbyUa CMa-
royje Ha HOB8Y gailly 8PEGHOCIH v

NmmnemenTanyja onepanuje smanji_kljuc 3axTeBa mamheme MOJATHUX IMOJATAKa Y CTPYK-
TYpH, I1a je UMIUIEMEHTALIMja XUIIa KO jH MOApKaBa Ty OIEpalyjy Majo KOMILUTMKOBaHM]ja HETO
MMIUIEMEHTAIMja XUIa KOjU TO/Ip:KaBa CBe OCTalle HaBeJIeHe orepariyje.

AMOpPTH30BaHa CJIOXEHOCT OIepaliyja IPaBJbeha XUIla, yMETamba e1eMeHTa, ofpehrBama M-
HUMyMa, [IpaBJbetba YHUjE M CMambKBarba BpeaHocTH Kibyda je O(1), ok je amoprusoBaHa
CJIOKEHOCT orepanyje dpucama MUHUMAIHOT enementa u3 xuna O(logn). akie, onepa-
LMje yMeTamwa eJieMeHTa U IpaB/beha YHUje ce epuKacHUje u3BpIIaBajy Haja PudoHauuje-
BUM XUIIOM, HETO HaJ KJaCUYHUM OMHAPHUM XUIIOM (IIOJCETUMO Ce, CIOKEHOCT A0JaBamba
enemenara y ounapuu xui je O(logn)).

dudoHauMjeB XU je KOPUCTaH Kaja je Opoj omeparuja dprcama MUHUMAHOT eJIeMEeHTa 13
XMIIa MAJIM Y OAHOCY Ha ocTaje moMeHyTte onepauuje. Ha npumep, y rpadoBckum anropur-
MHUMa Kao ITo je oapehuBame pasanumyher (mosesyjyher) gpsera MUHIMAaJHE IieHe (BUAN
norassbe 2.10) wim Hajkpahux MmyTeBa U3 3aA4aTOr YBOpa (BUAU Nornaeibe 2.9), ako je rpad
TycT (CagpXku BeJIMKM OpOj TpaHa), olepalyja cCMambBaba BPEJHOCTH KJbyda Ce MOXE YECTO
jasmaru, Te yopsame ca O(logn) kon dunapsor xuna Ha O(1) kon OudoHauMjeBOr XUMa
MOJe JIOHETH OCeTHO yop3ame. Henoctatak PudoHaumjeBor Xxuma je To ITO je I0CTa TeXU
3a UMIUIEMEHTAIN]y O KJIACMYHOT, OMHAPHOT XMIIa, TO IITO 3aXTeBa BHUILIE MEMOpH]e, Kao 1
TO IITO je CJIOKEHOCT Hajroper ciayvaja HeKUX onepalyja BelrKa.

dudoHaumjeB XUl je T00MO Ha3uB Mpema PrudoHauMjeBUM OpojeBMMa Ha OCHOBY KOjHUX ce
popMysMille LEHTpalHA MHBApHUjaHTa KOja TapaHTyje JoOpy CllokeHOCT omepauuja. OBy
CTPYKTYpy TofaTaka ocMuc i cy Majkn ®peaman® u Podepr Taprian® ca LiubeM Ja ce Tio-
OoJpllla BpemMe u3BpIIaBama JlajKCTpUHOr aaropuTMa 3a oapehuBame Hajkpahux myTeBa u3
3ajartor 4Bopa (Buau noriassbe 2.9.2). OHa MMa NpUMeHe U y APYTUM rpaOBCKUM aIrOpUT-
MHUMa, ronyT [IpuMoBor anropurma 3a padyHambe MUHUMAJIHOT MoBe3yjyher npeeta (BUIU
nornasibe 2.10.2), 3a ogpehrBame MaKCUMATHOT TOKA KPO3 MPEXY, alld U Y IPYTUM JIOMe-
HMMa, [IOIyT TeOMETPHjCKUX aropuTama, odpaje cjauka 1 MaTeMaTH4Ke ONTUMU3ALM]e.

“Majkn ®peaman (enrn. Michael Fredman), amepuuku ungopmatiap.
SPobepr Tapuas (enrt. Robert Tarjan), poher 1948. romune, aMepruky nHGOPMATHYAP.
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1.2.1 CrpyKTypa xuna

dudoHauMjeB MUH-XUIT IPE/ICTAB/ba KOJIEKIIMjy MUH-XUIOBA. CBaKM MUX-XHII j€ IPBO Y KOM
YBOPOBU MOTY UMAaTH Pa3jIMUUT OpOj HACJIeJHUKA, & BPEOJHOCT y CBAKOM YBOPY j€ Marbha WK
jenHaKa BpeTHOCTH y HEeTOBUM HaciegnuimMa. Penocnen npeera y PudoHauMjeBOM XUITy
je nmpousBosbad. PuOOHAUMjEBOM XHITy IPUCTYNaMO IIyTeM IOKa3KBaya Ha KOpeH ApBeTa ca
MUHUMAJIHOM BpeaHoIhy y 1iesioM PruOOHAYN]jeBOM XUITY — OBAj YBOP 30BEMO MUHUMAAHUM
ugopom PUOOHAUM]EBOT XHITa (aKO ITOCTO U BHIIIE YBOPOBA Ca MUHUMAJIHOM BpeJHOIIhy Onto
KOjU OfI BbUX C€ MOXE MPOITIaCUTH MUHUMAIHUM 4YBopoM). JenaH npumep PudoHaumjeBor
MUH-XUIA NpuKa3aH je Ha cauim 1.5. Kopenu cBux apseta y PUOOHAUMjeBOM XUILy CE IO-
Be3Yyjy Yy KpPYKHY, JBOCTPYKO MOBE3aHy JIUCTY KOjy Ha3UBaMo sucilla KopeHosa xuma. U cBa
Jena OMIIo0 Kor yBopa cy MelycoOHO noBe3aHa y KpyXKHY, ABOCTPYKO IoBe3aHy ucty. CBaku
4yBOp (d1J10 A je KOpeH WM He) CaJpKi MOKa3UBay Ha JIEBOT M JIECHOI cycela M Ha HEKO
aete (a ako je MOoTpedHO BPIIMTH M OTepallije CMambHUBakbha BPEIHOCTH KJbydeBa, OH/IA U T10-
Ka3uBay Ha PoJuTesba M jolI HeKe MoMohHe nojaTke Koje hieMo ormucaTy y CKJIOIy oIuca Te
onepanyje). Kopumheme KpykHHX JricTa oMoryhaBa ymeTame HOBOT YBOpa Y JIUCTY U OpH-
Cambe YBOPa Ha KOjU MMaMO TOKa31Bay (CAMUM TMM M MUHUMAIHOT uyBopa) y Bpemeny O(1).
Takobe, 1Be OBakBe JICTE MOXEMO 00jeqUHUTH y HOBY Jcty y BpemeHy O(1) (Bunehemo
Ja je oBo OMTHO 3a euKacHO u3Bohemwe onepauuje popmupama yauje). E¢pukacHocT oBUX
oreparyja HaJl IMCTaMa TapaHTyje e(pMKacCHO U3BPIIIaBake ONepalrja HaJ XUTIOM.

Bpoj neue uBopa Ha3mBa ce citieiier ugopa. HaBequmo cajja KIbyuHy MHBapHjaHTy (YCJIOB KOjU
BaXM HAKOH (hOpMUparba CTPYKType U HAKOH IPUMEHE OMJIO KOje oneparyje 1 3a Koju hemo
BUJIETH 12 TAPaHTYje CJI0KEHOCT ONepanuja).

HNuBapujanTa (6poj usopoBa mogapsera): Crako nonnpso OudoHaunjeBor Xxura Iuju
je xopen crenena d caapxku dap I o 4BopoBa, rie je ca I, osHaueH k-tu Pudonaunjes
6p0] (FO = 0, Fl = ]_, Fk‘ = Fk‘—l + Fk:—Q)‘

Hakiie, npBo unju je kopeH crenena 0 uma dap 1 uBop, creneHa 1 uma dap 2 yBopa, creneHa 2

uma dap 3 uBopa, crerneHa 3 uma dap 5 yBopoBa, crenieHa 4 nma dap 8 usoposa utx.. Ilommro

1+V5
2

4BOpa KOjHU je KOPeH HEKOT MOJIPBETa Y KOM Ce HaJla3M 112 4BOpoBa Baku m > [y o > o?
Tj.d < long m. Jlakiie, Opoj mere cBakor YBopa KOju je KOpeH MOJAPBETa ca 1 ejleMeHarta

ce Jako (MHIyKIMjoM) JoKasyje na je Fy o > 0, e je p = , 3 cTerneH d cBakor

je O(logm). Axo y nieniom ®ubOHAYMjEBOM XHITy UMa 7 €JIEMEHATa, CTENEeH OMIIO KOT YBOpa
je O(logn). Make, moj ycJIOBOM 1a MHBAPHjaHTa BaXH, JIUCTE JeLie Cy PEJIATHBHO KpaTKe 1
MpoJia3ak Kpo3 CBE eJIeMeHTe TaKBe JIUCTE BPIIH Ce Y JIOTAPUTAMCKO] CIOKEHOCTH (Y OTHOCY
Ha YKyInaH Opoj eleMeHarta y XuIy).

®opMynummuMo cajia Ipyrauujy MHBapUjaHTy, KOjy je JIaKlle IIPOBEpaBaTH, a Koja aaje ra-
paniyje aa he BaXuT HHBapyjaHTa O OPOjy YBOPOBA Y MOAJIPBETUMA.
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HNuBapujanTa (cTeneHu jeie): 3a CBaKY YBOP T cTerneHa d BaXu Ja Cy CTeNeHu Jerie dap
0,0,1,2,3,...,d — 2.

Nupykuyjom 1okazyjeMo Aa MHBapHjaHTa O CTENIeHUMa JIelle TapaHTy je MHBapujaHTy o Opojy
4yBOpOBa MoyIpBeTa. AKo je d = (), YBOp HeMa Jielie, a y ’erOBOM IOJUIPBETY ce Hasazu Fly =
1 yBop. AKO je MHBapHjaHTa O CTETIEHMMA JIeLie UCIyhEeHa, HA OCHOBY MHAYKTUBHE XUIIOTE3€
BakKU JIa IOJZIPBETA YMjH Cy KOPEHH JIelia YBopa & cafpike pegoM Iy, Iy, Fy, ... F; uBopoBa,
na, nomro je F, = I} = 1 u F; = 0, Baxu Ja je yKynaH dpoj YBOpoBa y APBETY YMju je
KopeH 7 jegHak 1+ Fy+ F| + Fy, + F;5 ...+ F; (npBa jequHuna 0J1a3u ofi caMor KOpeHa ).
MuaykuujoM ce pyTUHCKM Moske Jokasati ja je 1 + Fy + Fy + Fo + ...+ Fy = F; 5, nma
VMHBApHjaHTa O CTeleHUMa JIelle 3aUCTa TapaHTy je MHBapUjaHTy 0 OpOjy YBOPOBA MOJIPBETA.

Oga uHBapujaHTa Hamehe oapeheHe crenexe aelie, aly HUje IPeuu3upaHo Koja aeta Tpeda na
nMajy TpaxeHe crernene. Jlera ce pazmaTpajy y peaocieay BbUXOBOT JOAAaBaka POJUTEILCKOM
YBOPY M FMIXOBH CTEIIEHH y TOM pe/Iociey 3a10B0JbaBajy NHBAPHUjaHTy (a He Mo peociiery
KOjHUM Cy CMEIITeHH y JTUCTY ferie). Jlakiie, yCIIoB KOju je JOBOJbaH Aa Ou xurl ono PudoHaym-
jeB je ma cy crerieHu gerie y penocieny gonasama 0,0, 1,2, 3, ... Tj. Aa 3a CBaKM YBOp BaXH
J1a IEroBo JIeTe ca peIHUM OpojeM aoaaBama ¢ (Opojumo ox Hyse) uMa creneH d;, > ¢ — 1
(mpu wemy je u d; > 0, jep je d; nmpupopaH 6poj).

Bunehemo yckopo na he npoueaypa ¢oopMuparma xura OUTH TakBa /1a Cy CTETIEHH Je1ie CBaKOT
YBOpa JpBETa HETMOCPETHO HAKOH HeroBor MpBor (opmupama 0, 1,2, 3, ... (1mTo je u Burie
HEro IITO ce 3aXTeBa MHBAPUjaHTOM O CTereHnMa jielie). Ha ocHOBY oBora ce Moxe I0Ka3aTu
J1a CBaKo MOJIPBO YMjH je cTereH KopeHa d nma 2% 4BopoBa, ITo Takohe rapaHTy je TIOBOJBHY
CJIOXeHOCT onepanyja. nak, nHBapHjaHTa je ocnadibeHa aa ou Omino Moryhe yKiIamaTi YBO-
poBe u3 hopMHUpaHOT IpBeTa, IMTO je, BumeheMo, BeomMa BakHO 3a peanu3alyjy oreparyje
CMamMBamba BPeIHOCTH Kibyya (smanji_kljuc).

Cmuka 1.4: JIpso y kom uma 2° = 32 4Bopa (cTenenu ysopoBa cy pejaom, 0,1,2,3,...).
JpBo y koM uma F’, = 13 uBoposa (ctenenu usoposa cy peaom 0,0, 1,2, 3, ...).
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Ha ciuium 1.4 neBo nmpukaszaHo je Hajrymhe Moryhe nonymseHo ApBO (Koje ce Joduja oamMax
HAaKOH (POPMHUpama IpBeTa Koje caapxku 2° = 32 yBopa), 0K ce JecHo By Hajpehe Moryhe
JIPBO KOje 3a[10BO/baBa MHBAPUjAHTY M Koje caapxu F5 o, = 13 usopopa. M3bauuBamem
OMJI0 KOT YBOpa U3 JIECHOT JpBeTa Oujia OU HapyllleHa MHBapHjaHTa.

[prkaxvmo, HAaMlOKOH, jeJaH KoMIUIeTaH npuMep PrdoHaurjeBor Xuma.

I Mpumep 1.2.1

Ha cauyu 1.5 dipuxazan je @udonauujes xuii koju ce cactiioju og 6 mun-xuiiosa. Munumannu
CACMEHTT Y XUITY Je MUHUMYM C8UX KOPEHO8d, d O je eneMenili ca Kjoyuem 4.

OROEENG ()
ORONONOEENONCORNG

) ORONC
) &)

Cmuka 1.5: Ipumep ®PudoHaumjeBOr XUMA.

Lupexitiriom iiposepom ce 1aKo modice lokazaiiu uneapujanilia o ciieilenuma geue. Oua je yeex
wwpusujanno uciyroena 3a usopose uuju je civeiter 0, 1 u 2 (jep cy ciiieitenu geye yeex eehu
unu jegnaxu og 0 witio ce uneapujanition mwipaxcu). Heua ueopa 47 umajy pegom ciuieiiene O,
0 u 1, a geya ueopa 4 umajy pegom pegom ciieiiene 0, 1 u 2. Jakne, 3a céaxu ueop jeciiie
3ago6o/peHa UHeApUjaHitia o ciieilenuma geue (ciieilenu geye cy HA HeKUM Meciuuma eehu
Helo Wilio je HopedHo), a oHa lapanitiyje U UHEAPUJaHITY O @eAUMUHAMA TH]. YKYIAHOM Opojy
ugoposa Mmux gpeeiia. 3auciia, gpseiiia koja uure Pudonauujes xuii pegom umajy 1, 2, 6, 1, 8,
1 u 1 usop, witio je ionexag u suute og ogiosapajyhux @ubonauujesux dpojesa 1, 2, 5, 1, 5, 1
u 1. Hcitio sadxcu u 3a cea wuxosa noggpseiiid, ua je YeHImpaiia UHEAPUJaHIna 0 6eAUMUHAMA
C8UX gpeeilia 3ag080/beHa.

1.2.2 Onepauuje Hag XMNom

JemHa o1 OCHOBHMX KapaKTepHCTHKa orepanuja Hajx OUdOHAYMjEeBUM XUIOM je JISHO U3BP-
IIaBame OTepaliyja, Tj. ocao ce ofjIake 3a MTo je Moryhe KacHuje.
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1.2.2.1 Ywmetawe

YMmeTame HoBOT efeMeHTa y PudonaumjeB xum (onepanyja insert(H, x)) ce BPIIM TaKO IITO
ce HOBH €JIEMEHT JI0Jjaje Y JIMCTY KOPEHOBA, a)KypHpajyhul MUHMMAJIHU YBOP, aKO je MOTPEdHO,
IITO je KOHCTaHTHE BpeMEHCKe CIokeHOCTH. Jlakie, ymeTameM k eeMeHaTa y rnpasaH ®u-
donaunjeB xun goduja ce PUOOHAUM]EB XUIT YMja JIMCTA KOPEHOBA UMa k efleMeHaTa.

I Mpumep 1.2.2

Yueriaroem enemeniiia ca koyuem 30 y tpeiixognu Pudonauujes xuit goduja ce xuii Gpuxazan
Ha cauuu 1.6 (Hosu eneMenini je gogaiti Ha Kpaj AUcCiiie KOPEHO8a, aau Molao je Ouiliu gogait u
Ha 6uno Koje gpyio mecisio, Hajueuthe je Wio HelOCPegHO U3a U UCTPEG MUHUMANHOT 480pd,
Ha Koju, Hogcemiumo ce, ykasyje ilocedan HoKa3ueay).

Cmuka 1.6: Ymerame enemenra 30.

1.2.2.2 YHuja gBa xuna

Vuuja nBa ®udonaumjena xuna H,; n H, (oneparmja unija(H1, H2)) ce mpaBu HaJ0BE3MBa-
HEM JICTH KOPEHOBa OBa JjBa XMIla U oJpehuBambeM HOBOI MUHMMAJIHOT YBOpa (TO je Mamu
0[] JBa MMHMMAaJIHa YBOPA N0J1a3HUX XUnoBa). 1 0Bo je onepariija KOHCTAHTHE CJIOKEHOCTH.

1.2.2.3 OppehuBate MUHUMYMA

OnpebhrBare MUHUMAJIHOT esleMeHTa y PrudoHaurjeBoM xuIty (onepanyja minimum(H)) je Tpu-
BUjaJIHO, C OO3MPOM Ha TO []a C€ y CBAKOM TPEHYTKY 4yBa [IOKAa3MBay HA MUHUMAJIHU €JIEMEHT
y cTpykTypu. OBO je Takole onepariija KOHCTAaHTHE CJIOKEHOCTH.

1.2.2.4 bpucame Hajmak€er efiemeHTa

Omnepanyja izbaci_minimum(H), KOjoM ce dpullle HajMamwy eaeMeHT u3 PudoHauMjeBor Xuma
MOYHHbE TAKO ILTO Ce Jela MUHUMAJIHOTL eJleMeHTa yMely y JIMCTY KOPEHOBa, U OH ce Opulle
U3 JucTe KopeHoBa. [a Ou ce axxypupao MUHUMYM XMIA OTPEOHO je MOTeHLKjaTHO Ipohu
KPpO3 LieJTy JIMCTY KOPEeHOBa, KOja MO:xe OUTH BeoMa Jiyra. 3ato ce [Ipe axkypuparba MUHUMyMa
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BpIIM NoMoliHa orepanyja Koja ce Ha3uBa Koncoaugayuja xvna. Hbome ce xum poBoau y
CTame Yy KOM CBH KOPEHOBH Majy pa3IM4UT CTEMNEH, YMMe Ce FbHXOB Opoj 3Ha4ajHO cMamyje
(Ha OCHOBY paHHUje MoKa3aHe Be3e n3Mel)y cTerneHa KOpeHOBa U BeJIMYMHE APBETa, jacHO je j1a
cy ceu crenenn kopeHosa O(logn), na ux He moxe ourtn Buiie o O(logn)).

KoHncoimpanuja ce Bpiu Ha ciaeaehy HauuH: cBe JOK HEKa [JBa 4BOpa U3 JIUCTE KOPEHOBA
MMajy UCTH CTEIIeH BPILHM Ce Cllajame KOPEHOBa UCTOT CTelleHa Tj. paau ce cieaehe:

1. mpoHanase ce iBa YBOpa T M Y y JIMCTH KOPEHOBA KOja Cy UCTOT CcTerieHa (de3 cMamerha
OMINTOCTY HEKA BAXH Ja je BPeTHOCT KJby4a YBOpA & Mamba WM jeIHAKA Off BPeJHOCTH
KJby4a 4BOpa )

2. Uop y ce m3dallyje U3 JIMCTe KOPEHOBA M Mporyaiasa ce 1eTeToM yBopa x. Ha oBaj
HAuuH, JIPBO ca KOPEHOM X OCTaje XUII M CTeleH YBopa x ce nosehapa 3a jeman. Ha
OCHOBY MHBApHjaHTe O CTEMIEHNMa JieTle 3HAMO /1a BAKH /1A je TOCTIe e OIaTH Hace -
HUK YBOpa T UMao dap ctereH d — 2, rie je d cteneH yopa . To 3Hauu 1a OU HapeaHu
Tj. OCNEFHY TOJATH HACIEMHNK, IITO je YIpaBo ¥, MOpao Ja uMa cremnen dap d — 1.
MelhyTiM, MU 3HaMO Jia OH UMa cTereH d (jep My je CTeleH jelHaK CTerneHy YBopa ),
TaKo Jia je MHBapHjaHTa 3aJI0BOJbEHA, Y3 je/IaH J0JaTHH CTereH ciodone. Hanme, yak
Y Ka/Ia yKJIOHUMO jeTHOT HacJieTHWKA YBOpa Y, UHBapWjaHTa ocTaje 3ajoBosbeHa. Ca
Jpyre CTpaHe, YKJIamarme JBa HacjAeJHUKA OM HapylIMIO MHBApHjaHTy U TO HE CMEMO
Ja pagumo. OBO je 3HauyajHO 3a onepauujy smanji_kljuc, KOjOM ce CMamyje BpPeaHO-
CTHU KJby4a eJIeMeHaTa X1Ia 1 BpaTuheMo ce Ha OBO IPUIMKOM OIHCa Te ONepalyje.

Harnacumo na je u3dop napa 4YBOpoBa ca UCTUM CTETIEHMMa y CBAKOM KOPAaKy IPOM3BOJbaH
(KOHCOJIMIAIMja ce He MOpa BPIIUTH HU Y KAKBOM MOCEOHOM peiocyey MapoBa YBOPOBA).

OBMYHO ce 3a peaTM30Babe KOHCOJIMAAIIM]e KOPUCTU TOMONHU HU3 Y KOjU CE CMEIlTajy Io-
Ka3MBauyM Ha YBOPOBE M3 JIUCTE KOPEHOBA, TAKO JIa Ce Ha TIO3UIIV]H ¢ 1yBa MOKa3WBa4 HAa HEKU
YBOp U3 JIMCTe KOPEHOBA KOjH je cTemneHa ¢. JluMeH3Wja oBOT MOMONHOT HM3a jeJHaKa je
MakcumanHoMm crereny D(n) npousBossHor uBopa y PudoHaurjeBoM xuity — Beh cMo 00ja-
cHum fia je o jennak O(logn), rae je ca n o3HaueH Opoj eemeHara xuna. KopeHoBu Koju
Cy HCTOT CTeleHa ce JIETeKTY]jy Ha ciienehn HaumH: 1mpoJjia3u ce peioM Kpo3 JIMCTY KOPEeHOBa
Y aKo je TeKyhu KOpeH CTemneHa ¢, a ¢-TU eJIeMEHT HH3a je jOIIl yBeK Ipa3aH, OH ce WHUIIM]ja-
JIM3yje ToKa3WBavYeM Ha JaTH KOpEeH, a aKko je ¢-TH eJleMeHT Beh mocTaBibeH, mpoHahjeHa cy
JIBa KOPEHAa UCTOT CTereHa ¥ OHHM Ce CIiajajy.

I Mpumep 1.2.3

Tlotnegajmo kaxo ce merba ipeiixogHu Xuil HAKOH Uzeohera ollepayje dpucarea enemenitia ca
MUHUMANHOM 8pegHOUthY Kbyua.

YV fipsom kopaxy ce cea geua ykaoreHoT MUHUMAAHOT ueopa 4 ymehy y HU3 KOpeHosd.
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Haixcon ioia uzepuiasamo xonconugayujy (cilajaree gpeemia uuju cy KOpenu Uctior citieiiena).

e Ilpeo ciiajamo ueopose 8 u 61, koju umajy ciieiien .
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* Kopen godujenor gpeeitia uma ciieiier 1, ono ce ciiaja ca gpsetwiom uuju je koper 46,

Koju hiakohe uma citieiien 1.
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* Harxon iiota ciiajajy ce gpeseitia uuju cy koperu 24 u 30 (0da cy ciieiiena 0).
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e Jlodujero gpeo ce citaja ca gpseition uuju je koper 69 (oda kopera umajy ciieiier 1).
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¢ Jlodujero gpeo ce cilaja ca gpseitiom uuju je koper 8 (0da gpeeitia umajy ciieien 2).

() () G ®

QRONONMONOND ONO

ONONO © =)
&) 9

* Ha kpajy ce ciiaja godujero gpso ca gpseiiom uuju je kopern 47 (oba kopena umajy
citieiter 3). Haxon ot cilajarea, cea gpeeitia umajy pazauuuiiie cilieiieHe KOPEHO8d
(crieiienu cy 0, 2 u 4). Tume ce KoHconugayuja 3aepuiasa, Iapaniiiosaro je ga je 0poj
gpeeiia O(log n) U 3AUM Ce HOBU MUHUMAAHU 80D MOdice ehuKaAcHO ogpeguitiu (itio
Jje usop 8).
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AHanIM3MpajMo CI0KEHOCT NPETXOIHO OMMCAHOT MOCTYIIKA. [lena ce epukacHo, alrOpUTMOM
cnoxeroctr O(1) MOry yMETHYTH y JIMCTY KOPEHOBa (pajid ce O criajatby aBe Jucte). Hakon
TOra ce BPILIM KOHCOJIMIALIN]ja, KOja y HajTOpPEM Cllydajy Moxe OUTH U JINHEapHe CIOKEHOCTH
(Hajropu ciydaj je Kaja ce n jeAHOWIAHMX JpBeTa crhaja). Mmak, Moxe ce Moka3aTH jaa je
aMopTH30BaHa cioxkeHocT koncomaanuje O(log n) — HedopMaHO, Kajia ce jeIHOM U3BPIIH
KOHCOJIMJaluja 1 1001je ce Maiu Opoj BEJIMKUX JPBETa, CBAKM HapeIHU KOpak M3daliBama
HajMamer eJeMeHTa U KoHcomgauuje duhe npummyno edukacad. Ha kpajy ce nmpoHasasu
HOBM MMHHMMAJIHH YBOp, 0OPaIOM CBHX KOpeHoBa. HbHX HakOH KOHcoluanuje Moxe Outu
najsunie O(logn), na je oBo eprkacHa onepanuja.

IIpukaxumo caja jenHy jeIHOCTaBHY MMILJIEMEHTAIMjy OBUX ornepauuja (jeHOCTaBHOCTU
paay, KOPUCTUMO II0OQJIHE IPOMEHJBMBE U HE BOJMMO payyHa O YCIEIIHOCTH aJOKalyje,
Kao HU O JleaJIOKaIju MEMOPHU]E).

struct Cvor {
int podatak;
list<Cvor*> deca;
Iis

list<Cvor*> hip;

list<Cvor*>::iterator minCvor;

void umetni(int podatak) {

Cvor* novi = new Cvor();
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novi->podatak = podatak;

if (hip.empty()) {
// ako je hip prazan ubacujemo novi cvor u njega i1 taj novi cvor
// je minimalan
hip.push_back(novi);
minCvor = hip.begin();
} else {
// ako hip nije prazana ubacujemo novi cvor u njega
hip.push_front(novi);
// minimum azuriramo samo ako je novi podatak manji od dotadasnjeg
// minimalnog
if (novi->podatak < (*minCvor)->podatak)
minCvor = hip.begin();

// najmanji element u hipu
int minimum() {
return (*minCvor)->podatak;

// konsolidacija hipa (pomocna operacija kojom se skracuje lista korenova)
void konsoliduj() {
// za svakil moguci broj dece pamtimo jedan koren koji ima toliko dece
// u njemu ce se nalaziti svi koreni novog hipa (i svi koreni
// ce imati razlicit broj dece)
const int MAKS_DECE = 64;
Cvor* pom[MAKS_DECE] = {};
// obradjujemo jedan po jedan koren hipa
for (Cvor* x : hip) {
// dok postoji drugi koren (u novom hipu) sa istim brojem dece kao x
int brojDece = x->deca.size();
while (pom[brojDece] !'= nullptr) {
// spajamo dva korena tako da je manji podatak iznad
Cvor* y = pom[brojDece];
if (x->podatak > y->podatak)
swap(x, y);
x->deca.push_back(y);
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pom[brojDece] = nullptr;
brojDece++;

pom[brojDece] = x;

hip.clear();
for (Cvor* cvor : pom)
if (cvor !'= nullptr)
hip.push_back(cvor);

1.2.2.5 CmamunBaH€ BPeAHOCTU Kibyya

Omnuimmmo cafa onepanyjy cMambuBambe BpeJHOCTH KJby4a YBOpY X (onepauujy smanji_kljuc(H,
x, v)). Ilpernocrasbamo Aa je YBOp T KOME Ce BPEIHOCT yMamyje Beh mosHar Tj. Ja je
MO3HAT TIOKAa3WBa4 Ha mera (jep je To ciaydyaj y MHOTHM aJTOPUTMHMAa KOjU KOpHCTe
dudoHaumjeBe Xumnose). AKO HUje, Tj. aKO MPETIOCTaB/baMO Aa je MO3HaTa CaMO BPEAHOCT
KJbyya KOja ce yMamyje, aJld He W YBOp KOjU CaIpXd Ty BpegHOCT (TO je omeparimja
smanji_vrednost(H, k, v)) OHma ce 4BOp k ca BpemHomihy Kbyda k Moxe edHKacHO
npoHah# Tako HITO ce YyBa Marla Koja CJIMKa KJby4deBe y MoKa3uBaue Ha YBOPOBE (JIOBOJbHO
j€ Aa ce BpeAHOCT KJbyYa C/IMKA y MOKa3MBay Ha OUJIO KOjU YBOP KOJHU je CaaApKu).

Jla du ce oBa onepanyja Moria e(pUKacHO UMILIEMEHTUPATH, OTPEOHO je YBOPOBE MPOILIH-
PUTH Ca HEKOJIMKO AOJATHHX MoJaTaka, Koje heMo y TeKcTy onucaTy.

CmamuBame BpeJHOCTU KJby4a Ce U3BOIU Ha ciiefehy HauuH: IpBO Ce JaToM YBOpY Z IIpO-
MEHHU BPEIHOCT KJby4a Ha U, a 3aTUM Ce, aKO T HUje KOPEH, Ta BPEIHOCT MOpeH ca BPeJHO-
mhy kiby4a poauresba. Kako du ce MOIIo NpUCTYIUTH POIUTEbY, Y CBUM YBOPOBHUMA CE UyBa
uH(OpMAaIFja O POAUTEILCKOM YBOPY (OHa He MOpa OuTH AeduHKUCcaHa jeoUHO y KOpeHuMa
IpBeTa). AKO je T KOpEeH WM je BPeJHOCT KJbyda POAUTEsba YBOpA & Mamba WM jefHaKa v,
OHJIa YCJIOB XWIIa HUje HAPYILEeH Te HICY OTpedHe HUKAKBe abe M3MeHe. AKO TO HHje CITy-
yaj, YCJIOB XMIIA je HapyIIeH Te je XWIl NoTpedHo npeypeautu. Hajope ce Bpiu ogceyarbe
rpaHe uzMehy 4BOpa T U HEroBOI pojuTe/ba U HMOAIPBO ca KOPEHOM X Ce JIoAaje Yy JIUCTY
KOPEHOBA.

INocTaBmpa ce muTame 1a 1M je IPBO U3 KOjer je UCEYEH YBOp X MOTPEedHO Jasbe mpeypehuBaTy.
OnroBop 3aBHCH OJ] TOTA /1A JIK je U3dAIMBakbeM TOJIPBETA ca KOPEHOM T HapyllieHa WHBA-
pHUjaHTa 0 OpOjy YBOpOBA y TOM JAPBETY, Tj. a JIM je HapyllleHa WHBApHUjaHTa O CTETIEHHMA
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netie. [logceTnMo ce na cy HaKOH KOHCOMNMIAIIYje YBOPOBY y IPBETY OOMYHO TAKBH 13 NMajy
jeIHO JeTe BUIIe OJ] OHOTa INTO OM Tpedasio J1a UMajy Ha OCHOBY MHBApHUjaHTE Tj. 1a UM je
Moryhe yKJIIOHUTH jeHO jeTe (Tj. MOAAPBO KOjeM je OHO KOPEH), a Ja MHBapHjaHTa 32 Hero-
BOT poJuTesba U ajbe Oyae 3ai0BosbeHa. Ca Jpyre cTpaHe, yKilamare JBa AeTeTa HapyllaBa
VHBapHjaHTy. [lake, mocTaBiba ce MUTame Ja JIM CMO POJIUTEIhY YBOpa & Beh yKJIOHMIIN HEKO
JeTe OJ TpeHyTKa KajJa je ydaueH y TpeHyTHO ApBo. [la ducmo To 3HaM, CBaku YBOP MOpEs
nHdOpMaIrje 0 CBOM cTelleHy (Opojy CBOje Jere), CalpskKu U 03HaKy 11 JM je ,,A3ryono” neTe
O]l TIOCTIeIiheT TPEHYTKA Kajia je MocCTao JieTe HeKOT Ipyror YBopa. YBOpOBU ce MHUIIUjATHO
He 03HaYaBajy ¥ CBaKM ITyT KaJa YBOP MOCTaHe JAeTe HEKOT IPYTor YBOpa WA KOPEH, YKOJIHKO
je OMo o3HaueH, O3HaKa ce yKJIama. AKO jefaH 4BOp U3ryOu ABa JeTeTra, OAceamo U poau-
TeJba U TIOCTYIAK Ce HACTaBJbha 10 MCTOM IPUHIIMITY, HaBHITE, Y3 ApBO. [Ipenn3Huje, BpIm ce
cnenehin HU3 Kopaka:

» CmMmamyje ce BpeIHOCT KJbyda 4BOpa I.

* AKO Z HMje KOPEH M aKo je HOBa BPEJHOCT ¥ Marba OJl BPEIHOCTH POAUTEbA YBOPA T,
OJIceria ce IIeJI0 IPBO YUjH je & KOPEeH, YBOp T Ce JIoJaje ce y JIMCTY KOpeHoBa (UrmMe
TO MOAAPBO IMOCTaje CaMOCTAJIHO JPBO) U YKJIaka ce 03HaKa (YKOJMKO je YBOp T OUo
O3HA4YeH).

— AKo je poautesb p YBOpa T HEO3HAUEH (HUje My A0 caja OUIo 0ICEYEHO HUjeTHO
JIeTe), OH Ce O3HayaRa.

— V¥V npoTuBHOM, OfceLa ce LeJIO IPBO YMjU jé KOPEH POAUTEIbCKH YBOP P, YBOP P
ce Jlojaje y JIMCTY KOpeHoBa (YMMe M TO MOAJPBO IMOCTaje caMOCTaIHO JIPBO) U
ca mera ce yKjlamba O3HaKa.

— Pexyp3uBHO ce MoHaBJba MPETXOIHHA KOPaK 3a CBE poAUTEbe KOjU HUCY Beh Ko-
PEHOBM M KOjUMa Cy [jBa IyTa OJceveHa Jena.

I Mpumep 1.2.4

Paszmoripumo xuii ipuxazan Ha HapegHoj cauuu. 1 ope-gecHo og céakol ueopa HallucaH je mpe-
HYTUHU CUleileH 480pa U MUHUMAAHU CULEleH KOjU Y80p MOPA UMATHU HA OCHOBY UHBAPUJAHTUE.
Ha iiouertixy cxopo ceéu ueoposu umajy u éehu cilieiler Heio Witio je itio iHoimpeoHo.
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e [Ipeitifiociuiagumo ga sHeeaumo ga cmarbumo spegrocti kwyua ca 67 na 50. Howitio je
HAKOH THOT CMArbUBARLA 8PEGHOCH U gasvbe 6eha 0g 8pegHOCIIL Y POGUITLELCKOM UBODY,
HeMma iloipede 8pUIUTIU gabe U3MeHe.

1/0

0/0

e Hamum cmarbusarbem epegroctiu kawyua H0 na 30 napywasa ce ogroc epegroctiiu y
oM U POGUIesbCKOM UB0pY, Ha ce 4Bop ogceua U Ciiaébd Y HU3 Kopenosd. Munu-
mannu usop iocitiaje 30, dowito je 30 marve og 45. [Nowitio je poguitiesocku usop 46
Heo3HaueH, Hema iolpede gavbe Houpasbailii gpeo HAKOH ogceuarba, éeh ce camo pogu-
mwesscku ueop 46 osnauasa. Ipumeitiumo ga je reiog ciiieiien Y 080M WPEHYKY jegHAK
MUHUMANHO] 8PegHOCIIU CIllelleHa HA OCHO8Y UHBApUjatitie U remy Huje moiyhe gasve
ogceuaitiu geuy, a ga umeapujamita He oyge Hapyutena. Jloduja ce xuil upukasau Ha
cnegehoj cauyu.

0 @ 1 4 ®) 2
®
2!2 0/0 1/0
110 /o 1/0 0/0
0/0 0/0
e Cuarumo caga epegrociii kawyuy 92 na 55. Yeop ce ogceya u citiasna y HU3 KOpeHoaa.
THowuitio je kog remy poguitieckot ugopa 60 focitiojao jegan citieiien crodoge (cilieiiern

ot ueopa je 3a 1 eehu og munumanne epegrocitiu) wij. uowttio 60 nuje oznauer usop,
HeMma floitipede gasve Mogugburkosailiu gpeo.
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e Cuarumo caga epegroctii kayua 84 na 33. On ce ogceya u citiasna Y HU3 KOPEHOEA.
Towidio je kog u remy poguitiebckol ugopa 18 fociniojao jegaw ciieiier crodoge tij. io-
witio 78 Huje ozHauen ugop, Hema Howpede gabe MOGUPUKOBATHU gPeo.

® ®'|®

0/0 1/0

* Ha kpajy, cmarbumo epegrociti kawyua 78 na 25. OH ce ogceua u Ciliasad Y HU3 Kope-
Hosa. Mehyitum, oeaj ayi UMamo CUYauiLjy ga je reios poguiilocku usop 46 osnauen,
WO 3HAYU ga je goCIUUIao MUHUMANHU CUelleH, ia ce gogaltiHUM 0gCeuaroem rHelool
geitieitia gooduja cilieiler Marbit 0g MUHUMANHOL. 3aitio je ioiipedrHo ogcehu u yeo pogu-
mescku usop 46. Ebelos poguitiebcki ugop je koper 45, iia nema iiovtipede 3a gaum
Mogugpukauujama u goouja ce xuil Upuxasau Ha caegehoj cauyu (Kopere Hema iioitipede
O03HAUABAIY, jep FUXO08 CIleileH MOdce OUU IPOU3BObAH THH]. UHBAPUJAHINA He 3aXitiesa
OUN0 KaKey MUHUMANHY 8DEGHOCI 3a Cllielle KopeHa).
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1.3 CTpyKType nogataka 3a npeacraB/bale AUCjYHKTHUX CKynoBa

IMonekan je y mporpamy noTpedHO OAPKaBaTH HEKOJIMKO JUC]YHKTHUX CKYNOBa (YECTO MOA-
CKyIIOBa HEKOT CKYTIa), U YeMy je MOTpeOHO YMETH 3a JaTv eJieMeHT e(HuKacHo mpoHahm
KOM CKYITy pumnaza (Ty oneparujy 30BemMo find Tj. pronadji) ¥ e(pMKaCHO CIIOjUTH JIBa 3a1aTa
CKymna y HoBH, Behu ckymn (Ty omepaiyjy 3oBeMo union Tj. unija). IlpernocraBuhemo na je
CBAaKM CKYIl jeIHO3HAYHO ofipeh)eH HEKOM O3HAaKOM (TO MOXe OUTH pelHU OpOj CKyla, Ha3uB
CKyIa WM HEKM KaHOHCKH TpeJICTaBHUK CKyIa). ApPryMeHTH oleparyje unija HE Mopajy
OUTH O3HAKE CKYIOBa YMjy YHHjy TpeDa Kpeuparu, Beh MOry OUTH MpOU3BOJbHU E€IEMEHTU
THX cKymnoBa. IIpmiukoM n3Bohewa yHMje MoNa3Hu CKYIIOBHU Ce YKJIamkajy U3 KoJeKLuje, U y
KOJIEKIIM]Y ce Jonaje \huxoBa yHuja. Jlakie, pemasamo cienaehn mpodiem.

Mpob6nem
Aedunucainiu ciupyxitiypy iogamiaxa Koja omotyhasa cnegehu unitiepgbejc:
e pronadji(x) — epaha o3naxy ckyiia Kom Upuilaga enemeniti x (Wa O3HAKA MOdiCe

OUlliU UNU HEKU UGEHTUUPUKATIOP UNU HEKU KAHOHCKU UpegCiiiasHuK ol ckyia);
e unija(x, y) —cilaja ckyil Koju cagpiCu enemetili X U CKYil KOju CagpX#CU eAeMeHI .

CrpyKTypa nojaTaka Koja mojpxaBa oBakaB MHTep(ejc ce yecTo Ha3uBa MO €HIVIECKOM Ha-
3uBy union find uma DSU (enr. disjoint set union), Ipu 4eMy ce MoJ, THM UMEHOM OOMYHO
nozpasyMeBa u crielguuHa, eprkacHa UMILIEMEHTalMja (IIpe e, y HacTaBKy hemo npuka-
3aTU U JeJHOCTABHU]Y, a1 Hee(pUKACHU]Y UMILIEMEHTALIH]Y).

Ilomohy omneparyje pronadji Jako MOXKEMO 3a JIBa €JeMEHTa MPOBEPUTH Ja JIM MPHUIAAajy
MICTOM CKYITy TaKO IIITO 32 CBAKH O] FbUX ITpOHaheMO 03HAKY CKYIIa KOM ITpUTIa/ia v TPOBEPUMO
Jia JI Cy OBe O3HaKe jeHaKe.

IMpumeTMO /1A je OBaKBa CTPYKTypa MojiaTaka KOPHCHA KaJia ToJ] paJuMo ca HEKUM pelialii-
jaMa eKBUBAJICHIMje U Kaja je MOTPedHO MpeICTaBUTH Kilace eKBUBaJIeHIIM]je (KOje Cy auc-
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JYHKTHHU TIOJICKYTIOBH CKyIla Ha KOM je penanuja necdunucana). [Iposepa aa iu cy nBa ene-
MEHTa Yy peJlallvjy ce 3aCHUBA Ha MPOBEPH Ja JIM MPHUIAJAjy UCTO] KJIaCH, a yCIOCTaB/babe pe-
Janyje u3Mely dmio koja ABa e1eMeHTa JOBOIM JI0 Cliajama BUXOBUX KJIaca eKBUBAJICHUM]E.
Yecro ce ynoTpedsbaBa 3a aHAJIM3Y MOBE3aHOCTH HEKMX esleMeHaTa. Ha npumep, kopucHUIN
OPYIITBEHUX Mpeka ce MOTY IPYyITUCaTH Y KJlace eKBUBAJICHIIMje Ha OCHOBY CBOjHX TO3HaH-
cTaBa ca JpyruM KopucHHImMMa (ako ocoda A mosHaje ocody B, a ocoba B mosHaje 0cody
C' cmatpahemo u na ce ocode A u C' mocpeiHo Mo3Hajy) U KopuinhemneM 0BakBe CTPYKTYpe
MojIaTaka MOXEMO JIAKO YTBPAWUTH Ja JIM Cy CBU KOPUCHHUIM MelycCOOHO moBe3aHu (TPEeKo
3ajeJHIYKHX ITO3HAHWKA).

CTpyKType mojaraka 3a paji ca AUCjYHKTHUM CKYTIOBUMA MMajy pa3induTe MpuMeHe. JemHa
0]l Haj3HAYAJHUJUX je OJpKaBambe KOMIIOHEHTH MOBEe3aHOCTH Y KpackeaoBom ajiroputmy 3a
KOHCTPYKIIjy MHHAMAJTHOT TIoBe3Y jyher npBerta y rpady (Bugety norsiasibe 2.10.3). Mory ce
KOPUCTUTH U 32 CETMEHTAIIU]y CIIMKA, Tj. HApTULIMOHUCAE CJIUKE HA Behu Opoj IUCjyHKTHUX
PErroHa, Tako J1a Cy CBU MUKCEJIM UCTOT PETFOHA CJIMYHHM Y TIOTJIely HEKOT CBOjCTBA Kao IITO
je 00ja, UHTeH3UTET WK TEKCTypa.

1.3.1 HauBHa mMneMeHTauuja

Jenna Moryha umruieMeHTalMja CTpyKType MmojaTaka ca OBAaKBUM MHTep(ejcoM Moipa3yMeBa
71a ce oJlpKaBa MPeCcIMKaBabe CBAKOT eJIeMEHTa Y O3HAKY CKYIIa KOjeM Npumnaja. AKO MpeTro-
CTaBUMO JIa pa3MaTpaMo CKYII OJ1 7 eJIeMEeHaTa U J]a Cy CBU eJIeMeHTH HyMepUCaHu OpojeBrMa
on 0 1o n — 1, oHOa OBO MpeCIMKaBamke MOKEMO peaTn30BaTH MOMONY OOMYHOT HU3A TJIE Ce
Ha MO3MIIMjU CBaKOT eJleMeHTa Hajla3u O3HaKa CKyIa KOjeM OH Mpurnaaa (YKOJIHMKO eJIeMEeHTH
HHCY HyMEpUCaHH OpOjeBHMa, MOXEMO YMECTO HU3a JIa KOPUCTUMO MaIly KOJOM Ce O3HaKe
eJleMeHaTa MPeciIMKaBajy y O3HaKe CKyIa KOM ejleMeHT npurnana). [Ipumvep TakBe pernpesen-
Tallyje MpHuKas3aH je Ha cauu| 1.7.

A B

001 2 3 4 5 6 7

[efafefclofa]alo]

Cmuka 1.7: IlpencraBmbarme CKyoBa OOMYHUM HU3OM.

Onepauyja pronadji je Taga TpUBHjaIHA: TOBOJBHO j€ U3 HU3a MPOUYUTATH O3HAKY CKyIla KOM
esemenT npunaga. CioxeHoct onepatje pronadjt je Taza O(1).

Omneparja unija je MHOTO CriopHja jep mojapa3yMeBa Jja ce O3HaKe CBHUX eJleMeHarTa jeJHOT
CKyIa Meajy y O3HaKe JAPYror, ITo 3aXTeBa Jia ce rnpohe kpo3s 1eo Hu3. CIOKEeHOCT ornepa-
umje unija je taga ©(n).
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Ha ducMo oppeanm aMOpTH30BaHy CJIOKEHOCT (IUTO je BEOMa PeieBaHTHO KOJ CTPYKTYypa
rmojaTaka Koj Kojux ce ofapeheHe ornepardje moHaBbajy MyHO IyTa), OTPedHO je na mpo-
LEHUMO MOTPeOHO BpeMe M3BpIIaBama 1M onepauuja (04 KOjUX je cBaka TWIa unija Wid
pronadji). Omeparmja pronadji ce usBpiasa y Bpemery O(1), anu je onepanuja unija cio-
xenoctr O(n), rae je n Opoj eleMeHaTa Koju oapxkasamo. Hajropu ciyuaj HacTyna Kaja
CTaJIHO BPIIMMO YHHje, 1a BpeMe M3BpIllaBamkha HU3a O 1M orepalyja MoKeMo Jja OLEHUMO
kao O(m - n). Makcumanuu Opoj U3BpIIABaba YHUjE PA3IMUMTUX CKYNoBa je n — 1, jep
he ce HaKOH Tora CBM €JIeMEeHTH O0jeJUHUTH Y UCTH CKYIL, 11a je U 32 BEIUKE BPEJHOCTH 117
YKyITHO BpeMe cBuX ThX orepammja O(n?).

I Mpumep 1.3.1

Haycrapyjmo cilposoherve oilepayuja pronadji u unija Hag OUUCAHOM UMIAEMEHIHAUUJOM
clipyKiuype ilogamaka 3a gucjyHkiiie ckyiloee Ha jegrnom tpumepy. Ilpetiiiociiasumo ga
Jje ioueiino ciliarbe TaKeo ga ceaxKu enemeHill ipuilaga 3aceOHoM ckyily. Pazmomipumo Ha
Koju HauuH ce Merba cagpoicaj ogiosapajyhel HU3a HAKOH U38PUABArLA Olepauuja yHuje.
Hzepuasarse Hekonuko oilepauuja yHuje upukazano je na cauyu 1.8. Jleso cy ipukazanu
CKYlO8U, d geCHO HU3 KOJUM CY iU CKYo8U ipegciiasberu (U3HAY C8aKOT HU3A UPUKA3AHU CY
ungexcu). Ilpemiiiocitiasbamo ga he dpuaukom uzepuiasarba oilepauuje unija(x,y) o3Haka
HOB0T CKYila Ouitiu 03HAKA CKYIa Kojem Upuilaga enemetin y.

[IpukaxumMo cajga WMIUIEMEHTAIlMjy OBe TeXHUKE (jeMHOCTABHOCTU pPagyl KOPUCTUMO
rJ100aIHe POMEHJbUBE).

vector<int> 1id;

void inicijalizuj(int n) {
id.resize(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
id[i] = ;

int pronadji(int x) {
return id[x];
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Cnuka 1.8: IIpumep npuMeHa orepanyje yHHje.
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void unija(int x, int y) {
int idx = id[x], idy = 1d[y];

for (int 1 = 0; 1 < id.size(); i++)
if (id[1] == 1dx)
id[1] = idy;

int u_1istom_podskupu(int x, int y) {
return pronadji(x) == pronadji(y);

}

Obdpatumo naxmwy Ja ce NPWIMKOM U3Bohema yHHje Mopajy KOPUCTUTH IToMOhHe MpoMeH-
JpMBE (Pa3MUCIUTE 3ALITO je HapeaHa UMIIJIEMEHTALja HEUCIIPABHA).

voild unija(int x, int y) {

for (int 1 = 0; 1 < id.size(); i++)
if (1d[1] == id[x])
id[i] = id[y];

1.3.2 EdwmkacHa nMmnnemeHTaymja

Pa3zmoTpumo HemTo qpyraynjy MMILIEMEHTALM]y OBe CTPYKTYpe MojiaTaka y Kojoj je onepa-
IMja unija BpEMEHCKH eprKacHHja.

1.3.2.1 CrTpyKTypa 1 onepauuje

KipydHa uzeja Ha k0joj ce 3acHUBa e(pUKACHU]E PELICHE je Ja €IeMEHTE He MPeCcIuKaBaMo
y O3HaKe CKyIoBa, Beh Ja CKyNnoBe 4yBaMoO Yy OOJIMKY JpBeTa (He Hy)KHO OMHApHHX) Tako
Ja CBaKM €JIEMEHT CJIMKaMO y HEerOBOI poauTeba y ApBeTy. CBaku KOPEH IpBeTa CIMKAMO
caMor y cede M cMaTpamo ra NpeIcTaBHUKOM CKYyIa MPeACTaB/beHOT TUM APBETOM (JaKJe,
MPEACTaBHUK CBAKOT CKYyIa je KOPEeH HeroBor apeeTa). Harmacumo na cy y YBOpoBHMa OBUX
ApBeTa MOKa3MBaYd YCMEPEHHU O[ Aelle Ka POOUTE/bUMa, 3a Pas3MKy Of KJIACUYHHX ApBeTa
IJie IOKa3MBayy y YBOPOBUMA YKa3yjy Ol poAuTesba Ka AeLH.

Jla drucMo 3a POU3BOJHHU eJIEMEHT Ca3HAIM 03HAKY CKYIIa KOM MPUMA/A Tj. Ia OUCMO MMILTIe-
MEHTHPAJIU OTIepaiyjy pronadji, MOTPEOHO je Aa MOYEB OJ] TOT eJleMeHTa IIpoheMo Kpo3 HU3
POUTEILCKUX YBOPOBA CBE JIOK HE CTMTHEMO JI0 KOpeHa. YHHUjy [iBa cKyma (Tj. ornepanujy
unija) y OBOM MPHUCTYIy MOKEMO jeIHOCTABHO PEasTM30BaTH TAKO MITO KOPEH jeJHOT JpBeTa



1.3 CTpyKType nogataka 3a npeacraB/bale AUCjYHKTHUX CKynoBa 41

YCMEpPHMO Ka KOpeHY ApYTor.

HaunBHa nmMriiieMeHTalja Koja je onvcana y mpeTxoJHOM MOTJIaBJby OATrOBapa CUTYaIUjH Y KO-
joj ocoda koja MpoMeHU aapecy odaBellITaBa CBe Apyre 0code 0 CBOjOj HOBO]j alpecH, JOK UM-
IJIeMEHTalIMja KOjy TPEHYTHO OITUCY jeMO OJIroBapa ClIeHapHjy y KOMe caMo Ha CTapoj aJpecu
ocTaB/ba MH(pOpMaLKjy o cBOjoj HOBO] aapecu. OBO, HAPABHO, MaJIO YCIIOpaBa JOCTaBY I10-
ITe, jep ce Mopa npehu Kpo3 HU3 IpeycMepaBarba, ajli ako Taj HU3 HUje Mpeayrayak, Moxe
dutH 3Ha4ajHO epMKacHU]e O IPBOT MPHUCTYTIA.

I Mpumep 1.3.2
Tpuxasxcumo pag artopuitima Ha jegrom ipumepy. Cryitoge hemo ipegciiiasbailiu gpeemuma.

Ipetuiiociiaébamo ga cy Ha HOUeKY c8U CKYIHOBU jegHOUNAHU.

olololololofolo

e Uzepwasa ce oiiepauuja unija(1, 0). Ilpegciiasnux ckyiia kome upuiiaga 1 je 1, ia
ueop 1 fApeycmepasamo ka dpegcitiasnuxy cxyia kome dpuiaga 0, a iio je 0.

f@@@@@@
o

e Uzepwasa ce ouepayuja unija(6, 5). Ilpegcitiasnux ckyiia kome dpuiiaga 6 je 6, iia
ugop 6 ipeycmepasamo Kka upegcitiagruxy cKkyia Kome puiaga b, a wo je 4eop b.

f@@@f@
o o

» Uzepuasa ce oiiepauuja unija(3, 6). Ilpegcitiasnux ckyia kome dpuiiaga 3 je 3, ia
ugop 3 ipeycmepasamo Ka ipegcitiaeHuky ckyia Kome ipuiaga 6, a o je ueop 5.

:@@ 00
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e Uzepwasa ce otepayuja unija(4, 7). Ipegciiasnux ckyiia kome dpuiiaga 4 je 4, iia
ueop 4 fApeycmepasamo ka ApegciliaéHuka cKyiia kome apuiiaga 7, a wo je usop 7.

5 b

e Uzepwasa ce oiepayuja unija(2, 0). Ilpegciiasnux ckyiia kome dpuiiaga 2 je 2, ia
ugop 2 upeycmepasamo Ka upegcimiasruxy ckyia xome upuiiaga 0, a o je ueop 0.

e Uzspwasa ce otepayuja unija(4, 3). Ilpegciiasnux ckyiia kome dpuitaga 4 je 7, iia
ueop T Apeycmepasamo Ka upegciiiaeHuky cKkyiia Kkome apuiiaga 3, a wo je ugop d.

e Uzepwasa ce oiepayuja unija(2, 6). Ilpegciiasnux ckyiia kome dpuiiaga 2 je 0, iia
ugop 0 tipeycmepasamo ka upegcitiasruxy ckyia kome upuiiaga 6, a wo je ueop b.

Q)
()

0101010

OROEENO

Nako oBako onucaHa CTPyKTypa MojiaTaka UMa JIPBOJIMKY CTPYKTYPY, MOXKEMO je UMILIeMEH-
THpPATU KOPUINEeHEeM CTaTUIKOr HU3a. Haume, MOIMTO CBakM €IeMEHT y IPBETY MMa jeIuH-
CTBEHOT POJIUTEba, HA MO3UIMjU HEKOT eJIeMEHTa Y HU3Y MOXKEMO UyBATH MHJIEKC HEeroBOr
poautesba. Y ciaydajy 1a je eleMeHT KOPEeH HeKOT JpBeTa, IheroB poauTesb je OH CaM.
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I Mpumep 1.3.3

3a gpeo u3 ipeitixogHot dpumepa, Hu3 poguitiesva uma cregehu cagparcaj:

0 1 2 3 4 5 6 7

[s[ofofs]7[5]s]s]

Nmajyhu y Bumy oBakBy penpe3eHTanyjy, KO je MPUIMYHO jeTHOCTAaBHO HAmMcaTH (jemaHo-
CTaBHOCTHU Pajiy PETIIOCTaB/bAMO [ Ce MOJALM CMEITajy Y INIOOAJTHUM MPOMEH/bUBUM).

// roditelj svakog cvora u drvetu
vector<int> roditelj;

// na pocetku svaki element pripada zasebnom skupu
vold inicijalizuj(int n) {
roditelj.resize(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
roditelj[i] = i;

// naziv podskupa kome element pripada dobijamo kao oznaku korena tog podskupa
int pronadji(int x) {
// sve dok ne stignemo do korena
while (roditelj[x] != x)
// penjemo se u roditeljski cvor
x = roditelj[x];
return x;

// pravimo uniju podskupova kome pripadaju dati elementi
void unija(int x, int y) {
int fx = pronadji(x), fy = pronadji(y);

// x 1y imaju istog predstavnika, pa su vec u istom podskupu
if (fx == fy)
return;

// postavljamo da je koren prvog podskupa sin korena drugog podskupa
roditelj[fx] = fy;
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1.3.2.2 YpaBHOTeXaBat-€ ApBeTa

CrnoxeHoct HpeTXOI[HOF MIPUCTYTIA 3aBUCH Off TOTa KOJIMKO Cy JPBETa KOjUMa Ce TIPE/ICTaBIbajy
CKyIoBH ypaBHOTekeHa®. V Hajropem ciyuajy ce ApBeTa MOTY M3/eTéHEpUCaTH y JIUCTe
Taja je CI0KEHOCT Hajroper ciydyaja cBake oj orepanuja unija u pronadii O(n).

I Mpumep 1.3.4

AKko yeex iipuauxom uzepuiasarba oiepayuje unija(x,y) ycmepasamo mokaueau og upegciias-
HUKA CKYIla Kojem Upuilaga enemenil T Ka UpegciiasHuKy cKyia Kojem ipuilaga eaemeniu vy,
uzepuiuhe ce HU3 UsMeHa gpeemia Koju je ipuxazan Ha cauuy 1.9. Yauili kojum ce wwpasicu
ApeqgciiaéHuK cKyila Kojem ipuiiaga eaemeniii 4 ce peausyje HU30M KOPAKA KOJUMA ce Apendasu
ipexo enemenaitia 3, 2, 1, 0 u y cayuajy sehet dpoja enemenaitia ce goduja seoma HeegpukacHa
UMEHNEMEHTNAUUJA TPOHANANCERA HPEGCIUABHUKA (A cCaMUM UM U YHUJe, UUjad UMITNeMEeHIta-
yuja ogpasymesa upoHanadcerse upegcimasHuxa).

@@@@)@

unija(4, 3)
unua (3, 2)
oNoNe
unlJa2 1)
© D-o-o-®
unija(1, 0)

Cnuka 1.9: Nnycrpanyja n3BpiaBamba HA3a olepanyja unija(x,y) Kajga ce yBeK MoKa3uBay
0]l MpeACTaBHUKA CKyIla KOMe MpUIaja eJeMeHT & ycMepaBa Ka MpeJCTaBHUKY CKyIa KoMe
NIPUIAJA €JIEMEHT Y.

TpeHyTHU anropuram, Aakjie, HAje Y HAjrOpeM cilydajy e(pUKaCHUjU Ol HAMBHOT IIPUCTYIA.
Hanme, y HAMBHOM TPUCTYILy Ce MPOHAJIAKere MpeAcTaBHuKa Bpiun y Bpemeny O(1), amm
yHHja yBek 3axteBa Bpeme O(n), JIOK OBJie U oreparuja pronadji MOXe UMATH CJIOKEHOCT

®Tlojam ypaBHOTE)EHOT [pBeTa MOXe Ce TIPENU3HO JeDMHMCATH Ha pa3He HauumHe. Y OBOM TekcTy hemo
YPaBHOTEKEHOCT pa3MaTpaTy caMmo HehpOPMaTHO: APBO CMATPaMO YPABHOTEXEHHjUM IITO je PacTojame JIUCTOBA
0J1 KOpeHa yjeJHaueHuje.
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O(n). ClOKeHOCT TPEHYTHOT AITOPUTMA CE MOXKE MONPABUTH aKO Ce CBE BPEME JIPBETA OJIp-
’kKaBajy ypaBHOTexkeHUM. [lokazahemo 51a je y TOj BapHjaHTH CJIOXKEHOCT HAajroper ciaydaja
cBaKe oj] orepanyja unija u pronadii jemHaka O(logn). Tume ce MoCTHRKE A je BpeMme
M3BpIIIaBaha HU3a OJ1 1M OIlepalrja TUMa unija WM pronadji y Hajropem ciaydajy jemHaKo
O(mlogn) (IOK je y HAMBHOM TIPHCTYITy BpPEMe M3BpIIaBatha OBOI HU3a OIlepallyja, y Ciy-
Jajy Kaza je Opoj oneparmja tumna unija O(m), jexnako O(mn)).

[MpmkoM npassberba YHUje HIMaMo c10001y n3dopa KopeHa Kor hemo ycMepuTH rpema Jipy-
T'OM KOPEHY M YPaBHOTEkEHOCT Ce MOCTHKE TUME IITO Ce OBa C1000/Ja Ha HEKM HAYMH HCKO-
puctu. Ilocroje nBa yoOMyajeHa HauvHa BpILUEHa YHU]E: YHUJA HA OCHO8Y paHia (eucure) U
YHUja Ha ocHO8Y Opoja enemeHaria (8eauuune).

YHuja Ha OCHOBY paHra (BUCHHE)

OcHOBHa uzieja Bplliewa yHije Ha 0CHO8Y paHia (eucure) je na ce MPUIMKOM U3MeHa (a OHe
ce BpIIle caMo Y CKJIONy oriepaiuje yHuje), ako je Moryhe, 0be3dem fa ce BUcMHa’ pBeTa
KOjUM je MpeAcTaB/beHa YHUja He moBeha y OJHOCY Ha BUCHHE MOjeIMHAYHUX ApPBETa KOja
MpeCTaBjbajy CKYNOBe uMja ce yHHja mpasu. [IpernocraBuhemo a cBakOoM 4YBOpPY ApBETa
NpUIPYKyjemo Opoj KOjH MPEACTaB/ba BUCHHY TOT YBOPA Tj. JPBETA Ca KOPEHOM Y TOM YBODY.
Taj 6poj hemo HazBatu pant (enri. rank)® u panrose cBux uBoposa hemo ofipkasaTn y noced-
HOM HU3Y rang. AKO ce yBeK n3zadepe ja KOpeH JpBeTa Mabel paHra ycMepaBaMo Ka KOpeHy
JpBeTa Beher WM jeTHaKor paHra, Taja ce paHr yHuje nmoBehara camo ako cy oda gpBeTa Koja
YHUPaMO KCTOT PaHra.

vector<int> roditelj;

vector<int> rang;

vold inicijalizuj(int n) {
roditelj.resize(n);
rang.resize(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
roditelj[i] = i;

"BucuHy 4BOpa MOXeMO Je(pUHICATH Kao OpOj IpaHa Ha MyTakM Of TOT YBOpA 10 HajyJa/beHHjer JUCTa y
HOJIPBETY Ca KOPEHOM Yy JJaTOM 4YBOpY. BuchHy sipBeTa pauyHaMo Kao BUCHHY HETOBOT KOpEHa.

8Y nornaemy 1.3.2.3 noceeheHoM caxuMary MyTesa, BiuieheMo 1a Kaja ce BpIie ONTUMU3AIHje, PAHT He MOpa
na Oyzne yBeK jefHaK BHCHHH, aJli YBEK IPelCTaBba IeHy FOpiY I'PaHUL Tj. OPOj O KOT Ta BUCHHA CUTYPHO
Huje Beha.
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rang[i] = 0;

void unija(int x, int y) {
int fx = pronadji(x), fy = pronadji(y);

if (fx == fy)
return;

if (rang[fx] < rang[fy])
swap(fx, fy);
roditelj[fy] = fx;

if (rang[fx] == rang[fy])
rang[fx]++;

}

[MpumeTnMo fa cy HaM 3a U3BONEHE OnNepalyje YHUje pejieBaHTHEe CaMO BPEIHOCTH paHra
MpeACTaBHUKA CKYIIOBA.

Jloka:XuMo JieMy KOja TapaHTyje CJI0KEHOCT.

Kaga ce ynuja epuwu na ocrosy pania, y ceaxom gpeeitiy uuju je pani h nanasu ce dap 2h
ugopoaa.

Jloxaz. TBphemwe nokasyjeMo MaTeMaTUIKOM HHAYKITH]OM.

* baza mHAyK1mje onroBapa rmoja3sHoOM CTamkby Y KOMe je CBaK{ YBOP CBOj NMPEICTABHUK.
PanroBu ceux apeeta cy Taga O u ca apsera umajy 2° = 1 uop, ma TBpheme BaKu.

¢ TMokaxumo Ja orepariyja yHHje oJpKaBa OBy HHBApUjaHTy. 10 MHAYKTUBHOj XUMIOTE3U
3HAMO J]a aKO J[Ba JpBeTa Koja MpeCcTaBibajy CKYIOBE KOjH Ce YHUPAjy UMajy paHroBe
7| U Ty, OHIA je Opoj UBOpOBa y WHMa peloM Oap 2”1 u 2”2 yBopoBa. YKOJHUKO ce
YHHUpameM paHr He nmoBeha, MHBapyjaHTa je TPUBUjaTHO OUyBaHa jep ce Opoj YBOpoBa
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yBehao, a paHr je octao UCTU. JeAMHU clyyaj Kaja ce yHHpameM noehaBa paHr je
Kaja je 7y = 7o U TaJa yHUPAHO ApBO UMa paHr r = r; + 1 = ry, + 1 u dap
2" 4272 = 2" 4 2" = 2. 2" = 2"1F! = 2" ypoposa.

Tume je TBphewe T0Ka3aHo. O

Take, panr apeerta koje uma n uoposa je O(logn). Ako je oH yBek Behu WM jelHak oj
BHCHHe, U BrchHa apBeTa je O(logn), ma je coKeHOCT onepalyje MpOHaTaKea MPeACTaB-
HUKA y CKYITy OJ] 12 YBOPOBA, KOja JJUPEKTHO 3aBKCH 0J] BUcHHe apBeTa, peaa O(logn). Tonrro
YHHpatbe HAKOH MPOHAJIaXerha NpecTaBHrKa Bpu joru camo O(1) onepanuja, 1 CI0KEHOCT
yHupama 18a ckyna je O(logn). [dakie, onpkaBarbe BUCKHA JPBETA [OJl KOHTPOJIOM HaM ra-
PaHTYyje JIOrapuTaMcKy CJIOKEHOCT orlepalja pronadji 1 unija ¥ BpeMe M3BpLIaBamba HU3aA
OJ1 ™M TaKBKX Ollepalyja je y Hajropem ciydajy jensako O(mlogn).

YHuja Ha ocHOBY 6poja enieMeHaTa (BenmumHe)

VY npucryny yuuja na ocnosy opoja eaemenaiia (6eauuurie), YMECTO BUCHHE CE Y3 CBaKU OJf
CKyIIOBa O/Ip:KaBa M OPOj HErOBUX eJieMeHarta TOT CKyma (Tj. y CBAKOM YBOPY JpBETa UyBa ce
nH(popmalyja o dOpojy YBOpPOBa APBETA KOjEM j€ Taj YBOP KOPEH).

void unija(int x, int y) {
int fx = pronadji(x), fy = pronadji(y);

if (fx == fy)
return;

if (velicina[fx] < velicina[fy])
swap(fx, fy);
roditelj[fy] = fx;

velicina[fx] += velicina[fy];

}

AKO yBeK ycMepaBaMo IIpeJCTaBHUKA CKyIla Ca MambiM OpojeM ejleMeHaTa Ka IpeJCTaBHUKY
cKymna ca BehumM dpojeM eneMeHaTa, IOHOBO J100MjaMO JIOTapUTaAMCKY CJIOKEHOCT Hajroper
ciyyaja 3a 00e ocHOBHe oreparije. OBO BakH 3aTO IITO M OBAj HAYMH MPaB/beha yHUjE ra-
paHTyje 1a He MOXEMO UMAaTy BUCOKO JIpBO ca MauM Opojem uBopoBa. Haume, 3a nodujame
JpBeTa BucuHe 1, moTpedHa cy dap nBa apeeta BucuHe (), 0qJHOCHO dap 2 yBOpa; 3a APBO BU-
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cuHe 2 noTpedHa cy dap nBa ApBeTa BucHHE 1 Koja nMajy dap mo 2 yBopa, Tj. IpBO BUCHHE 2
uma dap 4 yBopa, uta. JJokaxumo oBo.

Kaga ce ynuja iipasu na ocrnosy opoja enemenainia, y gpeeiity uuja je sucuna h nanasu ce
bap 2" ueoposa iij. 3a ceaku kopen T gpeeriia sucune h ca s ueoposa éaxcu s > 2",

Jloxaz. Jlokaxumo oBO TBpherme MaTeMaTUUKOM MHIYKIIHjOM.

* V noueTky je Opoj YBOpoBa y cBakoM JipBeTy S = 1, a BUucuHa cBakor apeerta je h = 0,
na Baxu s = 2",

* IIpernocraBumo Ja TBphemwe Baxu Ipe cliajamba JBa JpBeTa UUjU Cy KOPEHU 7] U Tq,
KOjH MMajy pelioM S; U S, eleMeHaTa, BucuHe h, u hy. Ha OCHOBY MHIYKTHBHE XHIIO-
Tese 3HaMo Ja je §; > 21 m s, > 2"2. TIpetnoctaBumo ma ce ApBo 75 MPUAPYKYje
IpBeTy 7y (IITO 3HA4M Jia JPBO ca KOPEHOM 7'y UMa Mame WIH jeJHaKO YBOPOBA HETO
OHO Ca KOPEHOM 7'; Tj. fia je S5 < §7), YnMe ce JoOHja APBO ca S YBOPOBA BUCUHE h.

— AKo JIpBO ca KOPEHOM 7| MMa Behy BICHHY O OHOT €a KOPEHOM Ty, Tj aKo je h; >
h, HAKOH crajara ce BUCHHA JIPBETA Ca KOPEHOM 7'; HE Mama, a OPOj YBOPOBA
My ce nosehasa, 1a TBpheme JieMe TPUBHjaTHO HACTABba 1A BAXH. 3auCTa, BaXU
5 =5, + 8y > 8 >2Mm =20

— V CynpoTHOM ce BHCHHA JIpBeTa ca KOPEHOM JpBeTa 7y Iosehasa U IocTaje 3a
jenan Beha oz BUCHHE IpBeTa ca KOPEHOM 7'y Tj. Baxu h = hy + 1. Tana Baxu
3:81+3222'3222'2h2 :2h2+1:2h.

Tume je TBphewe T0Ka3aHo. O

U3 oBe JieMe CJie/in Jia Cy My OBOM TIPKCTYITy BUCHHE CBUX JpBeTa yBek peaa O(logn), mro
rapasryje e(pMKacHOCT 00e omeparuje.

1.3.2.3 Caxumame nytesa

Naxo je ciioxkeHOCT NPeTXOIHO OMUCAHUX BapUjaHTU aJIrOpUTMa CACBUM IPUXBAT/bUBA (CJIO-
JKEHOCT U3BpIlaBarba m orepanuja yuuje je O(mlogn)), oHa ce MOKe JOAATHO MOOOJBIIATH
BEOMa je€JHOCTABHOM TEXHMKOM IO3HATOM KaO0 cadicumarbe iyitiesa WA Komilpecuja iyiiesa
(eHr1. path compression). Hanme, npuinkom npoHanaxemwa MpeIcTaBHUKA MOXEMO CBE YBO-
pOBe KpO3 KOje Mposia3uMO YCMepHUTH Ka KopeHy. Ilpumerrmo na Taga mopen orepariyje
unija U onepanyja pronadji Memwa CTPYKTYpPY JpBETa KOjUM je MPeACTaB/beH Taj CKyIl. JemaH
HAa4MH Ja ce TO Ypaad je Jla ce HaKOH IMpOHaJIaXemha KOPeHa, MMOHOBO Mpohe Kpo3 Hu3 efe-
MEHaTa U CBU IOKa3UBa4u ycMepe Ka kopeHy (cnuka 1.10). Ha oBaj HauuH ce moctuxe Aa
Oynyhe omnepariyje HaJ TUM CKyIIoM Oyay edukacHuje.
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(A) Q
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Cmuka 1.10: MnycTpanuja mocTyrnka caxumara IyTeBa y J1Ba MpoJjia3a HaKOH TpaXerma Mpe/l-
CTaBHMKa CKyIa KOMe npumnaa ejement G.

int pronadji(int x) {
int koren = x;

while (koren != roditelj[koren])
koren = roditelj[koren];

while (x !'= koren) {
int tmp = roditelj[x];
roditelj[x] = koren;
X = tmp;

}

return koren;

3a cBe YBOpOBE KOjU ce 0dMIa3e 0J1 OJIa3HOT YBOpa JI0 KOpeHa, Ty KUHe ITyTama 10 KopeHa ce
cMamyjy Ha 1, a ckpahyjy ce U myTame BHUXOBHX IIOTOMaKa. AKO ce BPIIIY YHUPAHE Ha OCHOBY
dpoja enemeHara, IPUIIMKOM CaKMMarba Ce He Merhajy OpojeBH eJleMeHaTa IpBeTa, Ta Mojamny
MpUAPYKEHN YBOPOBHMA OCTAjy KOPEKTHU. AKO BPIIMMO YHH]jY HAa OCHOBY paHra U TYMauuMo
PaHTOBe Kao BUCHHE JIpBETa, IPUJIMKOM CaKMMara HU3 PaHTroBa MocTaje HeaxypaH (jep ce
HEeKe BUCHHE CMamyjy, a PAHTOBU ce He axypupajy). Mnmak, H1 y OBOM ciydajy HU3 He MOpa
Ia ce axypupa. Hanme, momTo ce mpuiMkoM caxumara BUCHHE CMamyjy, a PaHTOBU Ce He
MeHajy, PAHTOBH He TIPEJICTaB/bajy BUILIC BUCUHE YBOPOBA, aJIH MPEJICTABIbA ]y BUXOBE TOPHE
rpaHuIle — BUCHHA YBOPA j€ YBEK Marba WM jeJHaKa Off BPEHOCTH HheroBor paHra. Jlako ce
MOKa3yje ja ce OBUM He HapyllaBa CJIOXKeHOCT orepanja. Haume, momro ce yHUja U 1ajbe
BpIIIA HA OCHOBY paHra, M JaJbe BaKW MHBApHjaHTa rapaHToBana jieMoMm 1.3.1 ga ce y cBakoM
JIpBeTy KOje MMa panr h Hamasu dap 2 usoposa. TIomTo je BHCHHA yBEK Marba WIH jeIHaKa
O]l paHra, B! U Jia je BUCHHA CBAKOT JPBETa KOje CaJpXku 12 YBOPOBa HajBuIle log n, mTo



50 1 HanpepgHe CTpPyKType nogaraka

rapauryje cioxeHoct Hajroper ciaydaja O(logn) 3a ode onepanuje (Buaehemo na je ycien
CakKMMarba aMOPTU30BaHa CJIOKEHOCT jOII HIKA).
VY nperxogHoj UMIIeMeHTalMju (pyHKIHje pronadji ce JBa IMyTa MpoJsia3d Kpo3 MyTamy Off
yBopa & 110 kopeHa. Cimune niepdopMaHce ce MOTY JIOOUTH M 'y caMo jemHoM Tpoa3y. [lo-
CTOje JBa HAUMHA Ha KOJU CE OBO MOKE YpaguTH.

(A) () ()
® ©0 § 6 © © & ® © O
(&) ® O6 HOG

® @ OO ® O
®H O

Cmuka 1.11: Mnycrpauyja [Ba HAYMHA CakKMMaka IyTeBa y jeHOM IIPOJIa3y TOKOM TPakKera
Mpe/ICTaBHUKA CKyIa KOjeM Npumnaja eaeMenT / (JIeBO je Monas3Ho APBO, Y CPEOUHH IPBO KOje
ce 10duja MPBUM AJTOPUTMOM, a JECHO JPBO KOje ce H00Hja IPyruM aJrOpUTMOM).

ITpBu HauMH je Ja ce cBaku YBOP KPO3 KOjH CE MPOJa3y TOKOM ITPOHANAXEha IpeICTaBHUKA
(ocuM JeTeta KOpeHa) yCMepH Ka POJUTEIbY CBOT poJuTe/ba. 3a CBE YBOPOBE KOjU ce oduiaze
(Ha yTy OJ OJIa3HOT YBOPA [0 KOPEHa), Iy )KMHE IyTama 10 KOPeHa ce HAKOH OBOTa CMambyjy
aBocTpyko (cmuka 1.11, cpeauHa), mTO je JOBOJBHO 32 OJIMYHE MepdhopMaHce.

int pronadji(int x) {
int tmp;

while (x !'= roditelj[x]) {
tmp = roditelj[x];

roditelj[x] = roditelj[roditelj[x]];
X = tmp;
}

return x;

}

Jpyru HauuH nojxpasymMeBa ja ce, IPUIMKOM IIPOJIacKa Ofi YBOpa Ka KOPEHY, CBaKH APYrH
YBOP Ha MyTamkM YCMEPH Ka poauTesby CBOT poautesba (ciauka 1.11, necHo).

int pronadji(int x) {
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while (x !'= roditelj[x]) {

roditelj[x] = roditelj[roditelj[x]];
x = roditelj[x];
}

return x;

[TprmeTumo 11 je Ha OBaj HAYMH J0JaTa cCaMo jeJHa JIMHHja KOJa Y MPBOOUTHY UMILICMEH-
Talujy onepanuje pronadji.

Kaga ce mpuvenu Onjo Koju of TpU HaBe/IeHa OOJIMKA CakMMarba IMyTeBa, aMOPTH30BaHA

CJIOXKEHOCT onepaunja HOCTaje roTOBO KOHCTaHTHag.

3apartak: MpBU NyT KPO3 MaTpULy

Jlornuka Matpula JUMeH3Hje 12 X 1y IOYeTKY CaJpKu cBe HyJie. HakoH Tora ce HacCyMHU4HO
Jojaje jeaHa no jenHa jenquHuna. Kperamwe o MaTpuny je moryhe camo no jeqMHuIaMa u
TO caMo Ha J10JIe, Ha rope, Ha JeCHO U Ha jieBo. HamucaTu mporpam koju yunrtaBa JUMEH3H]y
MaTpulle, a 3aTUM O3UIIM]y jeJHE MO jeJHe jeAUHUIIe U oApel)yje HAKOH KOJIMKO HhUX je IPBU
nyT Moryhe cuhu o Bpxa 10 JHa MaTpuLe (Ca IPOU3BOJBHOT M0Jba NIPBE BPCTE KOj€ CaApKU
jeIUHUILY A0 MPOU3BOJBHOT I0Jba MOCIENHE BPCTE MATPHLIE KOj€ CalpKU jeANHHULLY).

Omnuc yiaa3a

Ca crangapaHor yia3a ce yuutaba quMmensuja marpuie 1 < n < 200, 3atum Opoj moska m
(1 < m < n?)ykoje ce ynucyje jeMHNUIA, @ 34THM Y HAPEIHUX 77 PEJIOBA KOOPMHATE THX
nosba (Opoj Bpcte u 6poj kosone o 0 1o n — 1, pa3aBojeHn pa3MakoMm).

Onuc usiasa

Ha cranpapanu n3na3 ucnmcat HajMamy Opoj MOJAaTHX jeJMHUIIA HAKOH KOJjUX je MOCTaJIo
moryhe cruhu of1 Bpxa 10 JHa.

TlpenmsHuje, aMOPTH30OBaHA CJIOKEHOCT OMEpalMja Kajga ce MPUMEHH CaXUMAmbe IMyTeBa jefIHAKA je
O(a(n)), rue je (n) Tako3Bana nHBep3Ha AkepMaHoBa (DYHKLHMja KOja jaKo criopo pacre. AkepMaHoBa (BhyHK-
1Mja je Mo3HaTa [0 TOME LITO jako Op30 pacte. OHa je neduHucana pexypeHtHuM penamjama: A(0, n) = n+1,
A(m+1,0)=A(m,1),Aim+1,n+1) = A(m, A(m+1,n)). yakumja (n) je naBep3HA DYHK-
uuja dyskimje A(n, n) 1 OHa jako Cropo pacte. 3a SWiIo Koju Opoj 1 KOjH je Makbu o Opoja aToMa y LenoM
yaueep3ymy (oko 1030) Bakum ma je a(n) < 5, Tako ja je aMOpPTH30BaHA BpEMeHCKa CIIOKEHOCT Ofepallyja
MPAKTUYHO KOHCTAHTHA.
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IIpumep

Yaaz Hznaz  Odjawrverse

4 8 [Tocne 8 yuuranux nosba, MaTpuiia ocraje
9 1100

00 0101

01 1100

11 1001

33 Y BPX U JIHO TI0CTajy CIOjEeHH.
13

20

30

21

2 2

Pewene

OcHoBHa mpieja je aa ce hopMupajy CBH MOJICKYIIOBU T0Jba MaTpHIle n3Mel)y KOjUX IOCTOjr
nyT (oHM (hopMHpajy KJlace eKBUBAJICHIIM]e T3B. KOMIIOHEHTe IoBe3aHoCTh). CBaku MyT Kajia
ce ycrocTaBy Be3a n3Mel)y Heka JiBa 1ojba MaTpuiie, OJCKYIOBH KOjUMa OHa TPHIIaajy ce
crnajajy. [IpoBepa ja u MocTtoju myT u3Mel)y JiBa Mojba MaTpHIle CBOJM C€ OHJIA Ha TIPOBEPY
713 JIM OHA MIPUMAJajy UCTOM IMOJCKYITY.

[MyTama oz Bpxa 4o JHA MOCTOjH aKO U CaMO aKO ITOCTO U MyTarba Of OWIIO KOT 1oJba Y MPBOj
BPCTU MaTpHLE 0 OUI0 KOT IoJba y MOCIEARB0j BpcTU MaTpuue. MehyTtum, He Mopamo y
CBAKOM KOpaKy MOpaMo J1a IPOBEpaBaMo CBE MapoBe eJieMeHaTa 13 MpBe U MOCIe e BPCTe.
Honahemo Bemtauky NOYETHU YBOP (HA30BUMO Ia M3BOP) U CrojuleMo ra ca CBUM YBOPO-
BHMMa y NPBOj BPCTU MaTpULE U 3aBPILHU YBOP (HA30BUMO ra yihe) Koju hemo crojutu ca
CBMM YBOPOBHUMa Y TIOCJIE/Itb0j BPCTH MaTpulie. Taja ce y cBakoM KOpaKy MOXe IIPOBEPUTH
caMo Jia JIi cy U3BOp U ymihe CIojeHu Tj. Ja i Npunaaajy uctom noickymy. IIpumernmo
Ja Cy JI0JaBambeM OBUX IOMONUX 4BOpPOBA CBU €JIEMEHTH IIPBE BPCTE MaTpULie 00jeAUbEeHH
Y MCTH HOJICKYTI MAKO Y BbUMa MHILE Hysle, MeyTuM, To He HapylaBa KOPEKTHOCT.

INoxckynose MOXeMO 4yBaTH MOMONY CTPYKType HojaTaka 3a IpeJ/ICTaB/bambe JUCjYHKTHUX
TMOZICKYIIOBA.

int n;

cin >> n;

vector<vector<bool>> a(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
a[i].resize(n, false);
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N

KomroHeHTe noBe3aHOCTH Cy 000jeHe pa3nuauTuM dojama. Ilomto cy u3sop u ymihe ucro
000jeHH, TIOCTOjH YT Of BpXa J0 JTHa.

// svakom polju matrice (x, y) dodeljujemo jedinstveni redni broj (kod)
auto kod = [n](int x, int y) { return x*n + y; };

// dva dodatna vestacka cvora
const int izvor = n*n;
const int usce = n*n+1;

// inicijalizujemo union-find strukturu za sve elemente matrice
// (njih n*n), izvor 1 usce
inicijalizuj(n*n + 2);

// spajamo izvor sa svim elementima u prvoj vrsti matrice
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
unija(izvor, kod(0, 1));

// spajamo sve elemente u poslednjoj vrsti matrice sa uscem
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
unija(kod(n-1, 1), usce);

// broj jedinica
int m;
cin >> m;
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int korak = -1;

for (int k = 1; k <= m; k++) {
int x, y;
cin >> x >> y;

if (a[x][y]) continue;

a[x][y] = true;

if (x > 0 & a[x-1][y]D) unija(kod(x, y), kod(x-1, y));
if (x + 1 < n && a[x+1][y]) unija(kod(x, y), kod(x+1, y));
if (y > 0 & a[x][y-1]) unija(kod(x, y), kod(x, y-1));
if (y + 1 < n && a[x][y+1]) unija(kod(x, y), kod(x, y+1));
if (pronadji(izvor) == pronadji(usce)) {

korak = k;

break;
}

cout << korak << endl;

1.4 Ynuntu pacnoHa

Hexke cTpykType nogaraka cy nocedOHO OrofHe 3a IpooJieMe y KOjuMa ce TPaXxH J1a ce HaJl eJie-
MEHTMMa HHM3a U3pavyyHaBajy CTaTUCTUKE (HIp. 30Mp, MUHUMYM, MaKCUMyM) HEKHX Cerme-
HaTa Tj. PacloHa y3aCTOITHUX eJleMEeHaTa HU3a. 3axTeBe TOI THIA Ha3UBaMO Yilitiu paAciHoHa
(enrn. range queries). Cillaimiuuku yiaumiu paciiona (€HIIL. static range queries), OIMUCAHU Y
norasby 1.4.1, nogpazymeBajy Ja ce HU3 jeJHOM MHMLIM]jAIU3Yje U HAKOH TOra HE MEHa,
JOK guHamuuky yiumiu paciona (eHri. dynamic range queries), OIUCAaHU y Morasiby 1.4.2,
omoryhasajy na ce HU3 Mewa u3Mely n3padyHaBamwa craTucTuka. OBe CTPYKType nojaraka
00MYHO NofIpkaBajy Heke ofl ciaefehux BpcTa ynura:

* oApebhuBame eleMeHTa H13a Ha AaTOoj NO3ULUjU (EHIVI. point query),
* ofpelhuBame CTAaTHCTHKE eJieMeHaTa y JaTOM CerMEHTY HU3a (€HIJL. range query),
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* aKypUpame eJeMEHTa Hu3a Ha JaTo]j MO3ULUjU (€HIIL. point update),

* axypupame eJleMeHaTa Hu3a y JaTOM CEIMEHTY (eHIL. range update), 0OUIHO U TAKO
IITO Ce CBU €JIEMEHTH IIOCTaBE Ha HEKY JaTy BPEIHOCT MM TaKO LITO Ce CBU €JIEMEHTH
yBehajy 3a gaTy BpeiHOCT.

IIpumernmo ma moryhHocT edukacHor oapehuBama 30upa ejleMeHara MPOU3BOJBHOT Cer-
MEHTa HM3a rapaHTyje yjeaHo U MoryhHoCT oapehuBama eleMeHTa Ha 1aToj No3uuuju (jep
ce BPEJHOCT TOT' eJeMEeHTa MOXe OPEIUTH Kao 30Mp jeHOWIAHOT CerMeHTa KOjUu Caapxku
camo Taj enemeHT). CIM4YHO, MOTYhHOCT e(pMKaCHOT aKypUpara IMPOU3BOBHOI CETMEHTA
rapaHTyje MoryhHoOCT e(puKacHOr axypupama I0jeIMHAYHUX eJeMeHaTa HU3a.

* Hu3 36upoea iipepurca (enri. prefix sum array) omoryhasa epykacHO padyHare cTa-
THCTHKA CerMeHaTa M BPeJHOCTH T0jeIMHAYHOT eJleMeHTa (range query, point query).

* Huz pazauka cycegrux enemenaitia (eHri. difference array) omoryhasa epukacHo axy-
pypame cerMeHara (range update).

» Ceimenitino gpso (eHrI1. segment tree) u Pensuxoso gpso (eHri1. Fenwick tree) omoryha-
Bajy e(pMKaCHO M3BpINaBamke CTATUCTUKA CErMeHarta U oJpehuBame BpeJHOCTH eleMe-
HaTa (range query, point query), Kao 1 aXXypuparmbe BpeTHOCTH 10 jeIMHAYHOT eJIeMeHTa
(point update), npu yemy ce PeHBUKOBA JIpBETa KOPUCTe OOUYHO CaMO 34 pauyyHame
30upa, IOK Cce CerMEeHTHA APBETa KOPHUCTE 3a IUPH CIIEKTap CTATHCTUKA.

*» Jlero ceimeniirio gpeo (eHri. lazy segment tree) omoryhaBa epuKacHO M3BpIIaBame
CBE YEeTHPH HaBeJeHe BPCTe YIUTA.

Naxko hemo cBe cTpyKType HoaTaka MpUKa3aTh y jeTHOAUMMEH3UOHOM OOJIHKY, Y peaTHUM
MpYMEHaMa ce BeOMa YeCTO pa3MaTpajy ABOJMMEH3MOHANHA, N1a M TPOAUMEH3MOHAIHA YOIl-
mrema. Ha mpuMep, y JBOAMMEH3MOHAHOM cliy4ajy mMoryhe je epMKacHO OYMTaBaTH 30W-
POBE MPOU3BOJLHUX MTPABOYTAOHKUX CErMEHATa MaTpHIIE.

1.4.1 CTtaTUyKv ynuTu pacnoHa

3a noyverak hemo pazMaTpaTu cTaTHUKe YIUTE PacloHa, KOJ KOjUX je 3ajaTak omoryhuru
e(pUKacCHO M3BpILABAKE MOTEHLMjaTHO BEJIMKOI OpOja pa3InuuTHX YIUTA Hall CErMEHTUMA
JaTOT HU3a, TIPH YeMy ce BPEJHOCTH Y HU3Y HE MeHbajy.

1.4.1.1 36upoBu npecukca

Mpo6nem

Ledbunucainiu ciupyxinypy tiogaiiaxa xoja ooezdehyje epuxacro uspauyrasarbe 30uposa
celmeHaria gaol Hu3a (cetmeniti ogpehen osuyujama [a, b] ce cactmoju og Y3actonHux
enemenaitia Hu3a og mosuyuje a go iosuuuje b, yrwyuy jyhu u rux).
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V pelewy rpyOOM CHJIOM ce CBU €JIEMEHTH CMEIITAjy Y HU3 & ¥ IPH CBAKOM YIIUTY ce U3HOBA
pauyHa 30uMp enemenara ojroeapajyher cermenta [a, b]. VkynHO Bpeme ja ce CBH ynuTH
usepie je pena O(mn), tae je ca m o3HaYeH Opoj ynuTa, a ca n JyKMHA HU3a, IITO je y
ClIydajy Ayraykux HU30Ba M BEJUKOT Opoja ymuTa HeoIyCTUBO HeedukacHo. U cioxeHoCT
HAjTOper Cilyyaja i aMOPTH30BaHA CIIOKEHOCT U3BPIIaBaba jesHor ynura cy peaa O(n).

JEIHOCTABHO pellerbe je 3aCHOBAHO Ha MIEjH 1a YMECTO Jia 1yBaMO eJIEMEHTe HU3a T, 4yBaMO
Hu3 36uposa ipedpuxca vmza By = 0, P | = Z;:o z3a0 < ¢ < n. Jakie, 30up P, uyBa
30Mp IIPBUX % eJleMeHaTa Hu3a (IOIUTO Opojame MO3ULMja IOYMIbE Of HyJle, 30Up eleMeHaTa
Tg,...,T; cagpxu ¢ + 1 cadupak u jenHak je P, ;). 30up elemeHara CBaKOI CErMeHTa
[a, b] oHa MOKEMO PA3IIOKKUTH Ha Pa3IIMKy pedrKca HU3a T 10 elleMeHTa b 1 npedukca 10
enemeHnra a — 1:

b b
E $k:§ Ty — Ty = Py — B,

Cau 36upoBu npeduikca P, HU3a T MOry ce W3pavyHaTd alroputMoM cioxenocta O(n) u
CMECTHTH y JIOJAaTHH (a aKko je ymreaa MeMopuje OWTHA, OH/A YaK M y OPUTHMHAJHW) HU3.
HakoH oBakBe npenodpaje, 30Mp CBakOr CerMeHTa ce MOXe M3payyHaTH aJlTOPUTMOM CJIO-
xenoctr O(1), ma je ykymHa coKeHOCT U3BPLIABAbA 11 YIIUTA pauyHama 301pa eJleMeHara
HEKOT cerMenTa Hu3a = jeqnaka O(n + m).

[MonasHu HU3 T Cce MOXE PEKOHCTPYHCATH padyHareM HHU3a Pas3jMKa CyCe[HUX eleMeHaTa
Hu3a npeduxca P: r; = P 1 — P;3a0 <1 < n.

ABoAVMEH3NOHaJTHU 3GUPOBU Npedukca

V IBOAMMEH3HOHATHOM CIIydajy Z0BOJBHO je 3a CBAaKH SJIEMEHT MaTPHLE Ha HO3ULHju (v, k)
naMTUTH 301p P, j, 1 €leMEHaTa IPaBOYraOHOr CETMEHTA KOJEM j€ TOPHbE JIEBO TEME I10Jbe
(0,0), a momwe mecHo (v, k), npu yemy ce y Bpctr 1 Kosonu 0 Hamase Hyste. Tama ce 3oup
IIPOM3BOJBHOT CErMEHTa OJpel)eHOr TOPUM-JIEBIM TeMEHOM (U, k) U JOBUM-IECHUM Te-

MeHOM (v, ko) Moxke m3pasutu kao P, oy 1 — Py 15 — Py o1+ Py g -

I Mpumep 1.4.1

30up eaemenaitia y upeerom ApasoyiaoHury nese mamipuue ca cauxe 1.12 jegnax je 87— 30—
32 4+ 11. Bpoj 87 je 30up eaemenaitia mammpuue 0g rerol Ioproel 1e0T Yind, go gorbel gecHor
yina upeenot UpasoyiaoHuka, wij. 30up enemeHaiia y 3eAeHOM, HCYIOoM, UAABOM U UPBEHOM
geny mamipuye (dc+3+i+uy). bpoj 30 je 30up eremenaitia maviipuue og reeHol Ioproel 1e601 Yina
go gorbel gecHol yina inaeol pagoyiaonuxa, wij. 30up enemenaiiia y 3eAeHoM U aaeom geny
Mmartpuye (3+i). bpoj 32 je 30up enemenartia mamipuye og roerol 10proel 1e601 Yina go gorbel
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o(jojofoj0|0jO0|O]|O
11312 |3|2|3]|1]1 0|1[4[6 |9 |11/14|15]|16
4 13|1]|14|2|4|2]|3 0|5 [11(1421|25/32|35|39
112 |11|3|2[3|2]4 0|6 |14|18 |28 |34/44 |49 |57
114,12 |3 |2|1]|3]|1 0|7 |19|25|38|46|57 |65 |74
3|24 (3 |2[2 2|2 0 | 10|24 |34 |50 |60| 73 |83 |94
4122 |1|4({1|3 |4 0 |14 |30|42 |59 | 73|87 |100(115
11314 |1]2]2|1]3 0 |15|34 |50 |68 |84/100(114 (132
1132433 |4]2 0 (16|38 |56 |78 |97|116|134(154

Cnuka 1.12: [IBoOMMEH3UOHAIHU NMpedUKCHU 30MPOBU 32 MATPUILy JIEBO Cy NMPUKA3aHU Y
MAaTpHIIU JIECHO.

gEeCHOT Yina 3eneHOl UpasoylaoHuKa tij. 30up enemeHaiiia Y 3eAeHOM U HCYIOM HUpasoyiaoHuKy
(3+a1c). Bpoj 11 je 36up enemenaitia mamipuye 0g rweHol loproel ne8oT Yina go gorvel gecHoT
yina 3eneHol UpagoyiaoHuka iij. 30up eaemeHamia y 3eneHom ipasoyiaouuxy (3). H3pazom
87 — 32 — 30+ 11, ce gakne, pauyna (3+auc+i+uy) - (dc+3) - (A+3) + 3, Witio je jegHaxo u.

30upoBH npedukca (M jeTHOAUMEH3NOHY U BUIIEAUMEH3UOHN ) MIMajy pa3InduTe IPUMEHE y
aHaJIM3| TIoJaTaka, 00paay rojaraka, (GUHAHCH]CKOj aHAIM3H U JIp. Y 0Opaau CIMKa ce JBO-
AVMEH3MOHAJIHU 30MPOBH MpepuKca KOPUCTE 32 U3pauyHaBambe Pa3IMuUTUX [IpopadyHa Hajl
perroHrMa ciaMke Koju oMoryhasajy pa3He orepaliyje HaJl CJIMKOM IOMyT AeTeKIIYje UBUIIa,
3amyhema U Jpyrux.

1.4.1.2 Pa3nuKe cyceAHMUX efnemeHara
HoHekte cponal mpodsieM je u cieaehu.

Mpo6nem

Aepunucaitiu ciupyxiiypy flogaiiaka koja omoiyhasa egurxacro uzgpuiasare yiuuiia
obauka ([a,bl, c), koju dogpasymesajy ga ce ceu eaemenitiu HU3A T HA HOSUUUJAMA U3
ceimeniia [a, b] yeehajy 3a epegrociu c. Tlompedho je ogpeguitiu cagpircaj Hu3a T HAKOH
U36PULABArA COUX YIUTIA.

JupeKTHO peleme OU 3a CBaKy yIUT y eT/bU yBehaBasio cBe eJleMeHTe HU3a T Ha [Io3ULMjamMa
3 cerMeHTa [a, b]. CroxeHoct Tor HauBHor npuctyna je O(mn), rae je ca m o3HaueH Opoj
yIIUTA, a ca 1. Iy’KMHa HU3a.

MHoro eguKacHHje pellemhe Ce MOKe JOOUTH aKO CE& YMECTO eJleMeHaTa HHU3a MaMTH Hu3
pasnuka ceaxka gea cycegna enementia nusa: Ry = xy, R, = x, — x;_; 3a cBako i u3-
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mehy 1 un — 1. Tokom yBehaBara CBHX eJleMeHaTa CerMeHTa [a, b] Hu3a T 3a BpeaHOCT
¢, Memajy ce caMo pasiuke u3Mely eremeHara Ha no3uijama a U @ — 1 (pasnuka I, ce
ysehasa 3a ¢) kao 1 usmel)y enemenata Ha nosunujama b + 1 u b (pasnuka Ry, | ce ymamyje
3a ¢), ma je usMeny moryhe usBpimty y Bpemeny O(1). Ako 3HamMo CBe eleMeHTe HH3a,
Tajga HU3 pa3jiiKa CyCelHUX ejleMeHaTa MOKEMO BeoMa jeHOCTaBHO M3padyHATH alrOpHUT-
MoM croxkeHoctr O(n). Ca apyre cTpaHe, ako 3HAMO HU3 Pa3/iMKa HEKOT HU3a, TaJa Taj HU3
MOeMO Takohje BeomMa jeTHOCTAaBHO PeKOHCTPYyHCATH, U3pauyHaBajyhu 30upoBe mpedukca
Hu3a pasnvka, y Bpemeny O(n). Ha Taj HauuH, Ha OCHOBY pa3iMKa ejeMeHaTa (PUHAIHOT
HI3a, MOKEMO JIAKO PEKOHCTPYHCATH Taj (PUHATHU HU3.

AKo He JKeJIMMO J]a Y UMIUIEMEHTALUj | IIPBU U MOCTIE Y eJIEMEHT Hi3a TPETHPaMO Apyrauje
Ol OCTAJIMX, MOKEMO IPETIIOCTABUTH Ja OYETHN HU3 U HU3 Pa3jUKa MpOIIMPYjeMo ca Mo
JeZHOM HyJIOM ca JieBe U iecHe cTpane (Taja je R, = x,;,; — x;, 3a cBako 7 og 0 jo n — 1).

OpurvHaIHA HU3a ce PEeKOHCTPYHIIe N3pavuyHaBambeM NMpepUKCHUX 30MpoBa HHU3a pasiiiKa
CyCeJJHUX eJieMeHara, IITO yKa3yje Ha QyOoKy Be3dy u3Mel)y oBe [IBe TeXHUKe. 3arpapo, pa-
3JIMKE CyCeTHUX eJieMeHaTa IIpeiCTaB/bajy oapeheHu AUCKPETHN aHAIOTOH M3BOa (PYHKITH]E,
JOK TpepUKCHA 30MPOBU OHJA TIPEACTaBIbajy aHAIOTOH ojpeheHor uHterpaia. M3pauyHa-
Bambe 30Mpa cerMeHTa Kao pasfmke ABa 30upa npedukca oarosapa Hbyra-JlajoruiioBoj gop-
MYJIHL.

1.4.2  [QMHAMUUYKU YNUTU pacroHa

3a pa3nuKy oJ NMPEeTXOJHMX, CTaTWYKMX YNHUTa HaJ pacroHMMa, opie hemo pasMaTparu
T3B. JUHAMUYKE YIMTE HajJ paclioHMMa KOjU A03BOJbaBajy Ja C€ HU3 ME€Hma TOKOM Bpe-
MEHa, TaKO Aa je MOTpedHO pa3BUTU HAIpeJHHje CTPYKType mojaaTaka Koje omoryhapajy
M3BpIlIaBahe 00a TUMA YIUTa (UNTakhe U aXypupame) e(prUKacHo.

Hanve, a3 3dmpoBa mpedukca omoryhaBa eprkacHO M3pauyHaBame 30MpOBa CerMeHara
HHU3a KOJl HU30Ba YMjU ce cajpkaj He Mewa. Ca apyre cTpaHe, HU3 30MpoBa Npedukca He
omoryhapa euKacHO axypuparme ejieMeHaTa HHU3a, jep je MPH CBaKOj M3MEHU HEKOr ejie-
MeHTa HU3a MOTPEedHO aXypUpaTH U 30upoBe NpedurKca, IITO je HAPOUUTO HeepUKACHO Kajia
ce aXypupajy elleMeHTH O3y ToYeTKa Hu3a (CIIoKeHOCT Hajroper ciydaja je O(n)), na ce
He MOTy IPUMEHUBATH Y CUTYaljaMa y KOjuMa Cy YIIUTH U3pauyHaBama 301poBa cerMeHaTa
UCTIpEeIUIeTeHH ca YIUTHMA aXypupara BPeIHOCTH eJleMeHaTa HU3a.

CM4HO, HU3 pa3jiMKa CYCe[HUX eJieMeHara JOMYIITa CTAHA aXypHhpama eleMeHara HU3a.
MehyTrM, U3BpIIABabE YITUTA KOjUMa e 3aXTeBa ojipeuBarbe eJieMeHaTa Hu3a nmoapa3yMeBa
PEKOHCTPYKIIM]jy Cajipkaja HU3a Ha OCHOBY HHM3a pasiuka, mro je cnoxerocrtd O(n). Crora
HU3 pa3jivKa HHje MOXeJbHO YIoTped/haBaTh y cUTyalldjaMa Kajia cy ynuTu yBehaBama cer-
MeHaTa ¥ OYMTaBabha BPEIHOCTH eleMeHaTa H13a UCIperIeTaH .

[Tpodnemu koje hemo pazMaTpaTH y OBOM IOTJIaBIbY Cy CHENU(PUIHH 110 TOME IITO oMoryha-
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Bajy Jia ce YIUTHU aKypUpara HU3a U OUMTABaha erOBUX CTATHCTUKA jaBJbajy UCTIPEILIETAHO.
3a moyeTak pasMOTPUMO MaJIO jeTHOCTABHU]H ITPOOIIEM.

Mpo6nem

Aedunucaitiu ciupyxinypy iiogaiiaxa xoja ooezdehyje epuxacro uspauyrasarbe 30uposa
celmeHaria gamor Hu3a ogpehenux wozuyujama [a, b] (camum wum u iojeguHauHux eneme-
HAla HU3a), Kao U eOuKACHO MetbAarbe 8PegHOCTIU HOJegUHAMHUX eNeMEeHATA HU3A.

Bupnehemo a Heke CTpyKType NojaTaka JOIMyLITajy Ja ce yMEecTo 301pa KOPHUCTE U HEKe Apyre
orepanyje. Y HapeJHUM IMoraB/biMa heMo pa3MOTPUTH U CJIOXKEHUjU MpodjeM y KoM he
dUTH IOMYIITEHO aXypUpambe CerMeHaTa Hu3a (a He caMo NOjeAMHAYHUX eJIEMEHATa).

JakJie, 3a moyeTak MpeTHnocTaBbaMo Ja MMaMo JIaT HU3 OJ1 1 ONepalryja o KOjuX je cBaka
WM M3pavyHaBambe 301Mpa HEKOT' CerMEHTa MM aXypUpame 10jeAMHAYHOT €JIEMEeHTa HU3a U
Wb jé MMHUMU30BaTH YKYITHO BpEMe U3BplIaBaba OBOI HU3a olepalyja. Y OBOM ciyuajy
HaM HUje O KOPHCTU CTPYKTypa MojaTaka KoJ Koje ce jeqHa Of OBe ABE Oleparyje U3Bp-
maBa e(uKacHo, a pyra Hee(prKacHO jep ce Moxe JIeCUTH Ja je BehuHa (W cy cBe) o1l m
Jatux oneparuja daw tor apyror tuna. HapasHo, Tpeda y3eTu y 003up U BpeMe UHULIM]aIH-
3alLMje CTPYKType nojaraka, MeyTyM, MoITo ce MHUIMjaIu3alija BpLUIM caMo jeJHOM, 3a
Pa3aMKy Off YIIUTA 3a KOje MPETHOCTaB/baMo Ja ce N3BpIIaBajy IyHo IyTa, hokycupahemo ce
Ha CJIOKEHOCT BpeMeHa M3BpLIaBabha YIuTa.

V HacraBky hemo pa3sMOTpPHUTH [Be pa3jiMuuTe, ajld JAOHEKJEe CIMYHE CTPYKType mojaraka
Koje Jajy epUuKacHO pelllerme MPEeTXOAHOT U BbeMy CIMYHUX IpPodJIeMa: CelMeHiliHO gpeo U
Densuroso gpeo. Vaeja ode oBe CTpYKType MojlaTaka Ha HEKW HAUWH HAJIMKY je Kopullhemy
NpedUKCHUX CyMa: 4yBajy ce 30MpOBU HEKMX YHAIPe/ MOTOAHO U3a0paHUX CerMeHaTa i OHU
ce KOpHCTe 3a e(pMKACHO pauyHarbe 301pa MNPOU3BOJBHOI CEIMEHTA.

1.4.2.1 CermeHTHa gpBeTa

Jemna cTpykTypa mojaTaka Koja oMoryhapa MpuiIndHO jeJHOCTAaBHO U e(PUKACHO peliaBame
MPETXOAHO OMUCAHOr NpodieMa je ceimenitino gpeo (eHrn. segment tree). CIMYHO Ka0O KOJ
HU30Ba npeduKca, TokoM (paze mpeaodpajae u3padyHanajy ce 30MpOBU cerMeHara Moja3Hor
HHU3a, a OH/Ia Ce 30Mp ejeMeHarTa IMPOU3BOJLHOT CErMEHTa IOJIA3HOT HH3a M3pakaBa MyTeM
THX YHarpe] u3pauyHaTux 30MpoBa. Pasiuka je To mTo ce He u3pavyHaBajy 30UpoBH CBUX
npedrkca, Beh camo nocedHo ogadpaHmx cerMeHara, Kao 1 TO IITO ce 30Mp MPOU3BOJHHOT CeT-
MeHTa Y OIIIITeM CJIy4ajy U3pavyyHaBa 00pajioM HEKOJIMKO 30MpoBa cerMeHara (He camo JBa).
CermMeHTHa JIpBeTa ce He KOPUCTE caMo 3a pauyHame 30upa eleMeHara, Beh ce Mory Kopu-
CTUTH U 3 JIpyre CTAaTHCTHUKE CerMeHaTa Koje ce U3pavyyHaBajy acollMjaTUBHUM OIlepalfjama
(Ha mpuMep 3a ofpehrBambe MPON3BOJA, HajMabEr WM HajBeher enemMeHTa, H3/1-a UM H3C-a
CBHIX eJleMeHaTa U ciuyHo). [lo uctom npuHnmny aeduHncaHe Cy CTPYKType MojaTaka 1o
HA3UBOM Keéag-gpeettia (eHr1. quad tree) u okiii-gpeeitia (EHIJ. Oct tree) Koja mpeacTaBbajy
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ABOAVMCH3MOHAIHA U TPOAUMCH3HUOHAJIHA YOIIIITEHhAd CCTMEHTHUX JPEBCTA.

CerMmeHTHa ApBeTa UMajy MPUMEHY Y 00JIACTU pauyHapCKe reOMeTpHje, 3a mpodiieMe Koju ce
pelaBajy TEXHUKOM MOKPETHE MpaBe, Kao IITO je MPOHANaKemhe IPECeYHNX Tadyaka u3melhy
OyKW Y PAaBHU, UCIIMTHBAE IPUIAJHOCTH TAUKe CKYIly HHTepBaJla, U3pauyHaBabe IOBPLIVHE
MIOKPUBEHE CKYIIOM IPaBOYraoHUKa y paBHU U cJl. Kopucte ce u y Apyrum odiactuma, Moyt
oOpajie ciuka u reorpad)ckux HHGOPMALMOHUX CHCTEMA.

OmnuimmmMo npouec KOHCTpYKIUje cerMeHTHOr apeeta. [IpeTnocraBumo fa je oyKuHa HH3a
crenieH Opoja 2; ako HUje, HU3 ce MOKe JIOIYHUTH JI0 Ha jOJIMKer cTeneHa Opoja 2, y ciay4ajy
padyHama 30upoBa Hynama'’. UnaHOBM HM3a Npe/ICTaBIbajy JMCTOBE JApBETa. I pynmiemMo
7IBa I10 [IBa CycelHa YBOPA U HA CBAKOM IPETXOJHOM HUBOY JpPBETA YyBaMO POAUTEIbCKE UBO-
POBe KOju cajip:ke 30MpOBe CBOja JBa JIETeTa.

| Mpumep 1.4.2

CelMeHIIHO gpeo Kojum ce ehuKacHo Moty pauyraitiu 30uposu ceimenaiiia nuza 3, 4, 1, 2, 6,
5, 1, 4 apukazano je na cauyu 1.13.

Cnuka 1.13: TIpumep cerMeHTHOT ApBeTa.

[lomro je ApBO MOTITYHO, HAajjeAHOCTaBHMja UMILJIEMEHTAIMja Mopa3yMeBa Ja ce dyBa M-
TUIMIATHO y HU3Y (CIIMYHO Kao y ciyvajy xwma). [IpernocraBuhemo jia enemMeHTe ApBeTa
cMelTamo of osuije 1, jep je Taga apuTMeTHKa ca MHIEKCUMa MaJIo jeIHOCTaBHUja (efie-
MEHTH OJIA3HOT HU3a MOTy OMTU MHAECKCUPAHU U yoOUYajeHo, KpeHyBIU o HyJe). KopeH
ce CMellTa Ha TIO3UIH]jy 1, Beropa JiBa JieteTa Ha o3uiyje 2 u 3, BhUXoBa Jella Ha Mo3uluje
4,5,6u 7 urn.

Ha nonymena mecta Tpeba yrnucaTi HeYTPATHU €JIEMEHT 3a OTEPalIujy Koja Ce CIIPOBOIM, Tj. e/IEMEHT 1. KOjH
3a CBaKo x 3a0BoJbaBa Aa je f(x,n) = x. Ha npumep, ako ce CErMEHTHUM APBETOM pauyHajy POU3BOAU
cerMeHara, HU3 ce MOXe JIOIYHWTH JIO CTelleHa JBOjKe jeMHUIIaMa, ako ce padyHa MaKCHMyM, HU3 ce MOXe
JOIYHHUTH BPEAHOCTHMA — OO, aKO C& pauyHa MHHMMYM HU3 CE MOXe JOIYHUTH BPEAHOCTUMA OO, aKO Ce payyHa
HajBehy 3ajeJHUYKH JeuIall, HU3 Ce MOJKe IONYHUTH HyJlaMa, a aKo Ce pauyHa HajMarby 3ajeAHIYKY caJipKaail,
HU3 Ce MOXe JOIYHUTH jeANHUIIAMA.
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I Mpumep 1.4.3
/lpeo u3 tpemixogHot iipumepa ce ipegcitiagna cregehum nuzom (ipeu peg cagpoicu nosuyuje,
a gpyiu enemenitie ot HU3A):

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1M 12 13 14 15
‘-‘26‘10‘16‘7‘3‘11‘5‘3‘4‘1‘2‘6‘5‘1‘4‘

Kopen apeera je cmeriteH Ha Mo3uiyju 1. AKO MOJNa3HU HU3 CAIPKU N elleMeHaTa, OHIa
ce y CErMEHTHOM JIPBETY €JIEMEHTH TOJIA3HOT HU3a Haslase ce Ha rnosuimjama [n, 2n — 1.
EneMeHT Koju ce y TOJIA3HOM HU3Y HaJla3| Ha MO3UIIMjU P, C€ Y CETMEHTHOM JIPBETY HaJla3u
Ha O3ULHjU p + n. JIeBo JieTe YBOpa Ha MO3UIMjU Kk Hajla3u ce Ha O3UIUjHU 2k, a JeCHO Ha
nosutmju 2k + 1. Jlakiie, Ha MapHUM MO3UIMjaMa ce Hajla3e JieBa Jiella CBOjUX POJUTesba, a
Ha HeMapHMM JiecHa. PojiiTesh YBopa k Haa3u ce Ha MO3ULMjH L%“J

I Mpuwvep 1.4.4

Ha cauyu 1.13 na xojoj je iipegcitiasmerno ceimeHIiHO gpeo 3a HU3 0og 8 enemenaitia Moxicemo
youuitiu ga ce enementiu HoaazHoi nuza naaase na iosuyujama [8,15]. Jleso geitie usopa
ca apegrowhy 10 xoju ce nanazu na dosuyuju 2 je ueop ca epegrnouty 7 Koju ce HaAA3U HA
dosuuuju 2 - 2 = 4, a gecro geitie je usop ca epegrowhy 3 Koju ce Hanazu Ha HOUUUTU
2.2+ 1 = 5. Poguitiess u usopa na iosuyuju 4 u ueopa Ha HO3UUUU D je U8op Koju ce HANA3U
na dosuyuju || = 2] = 2.

dopmupare cermeHTHOr gpBeTa
dopmMupame CerMEHTHOT APBETa HA OCHOBY JAaTOT HU3A je BEOMa jeIHOCTaBHO.

NTepaTMBHM NocTynak

Hajmpe ce enemeHTH moia3HOr HA3a MPEKOMUPajy Y IPBO, KPEHYBIIU O] MO3UIIH]je 13 3aTUM
ce CBY YHYTpAIIl’b1 YBOPOBH ApBeTa (011 ro3unyje 1 — 1, ma yHa3aj 1o rno3uiyje 1) nonymba-
Bajy Kao 30MPOBH CBOje jierie (Ha MO3WIK]y k yITUCyjeMo 30Mp elleMeHaTa Ha rmosuijama 2k
u 2k + 1). KopekTHOCT OBOT OCTYIIKA JIAKO Ce 0Ka3yje MHAYKI]OM.

vector<int> formirajSegmentnoDrvo(const vector<int>& a) {
int n = stepenDvojke(a.size());
vector<int> drvo(2*n, 0);
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copy(begin(a), end(a), next(begin(drvo), n));

for (int k = n-1; k >= 1; k--)
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];
return drvo;

}

CroXeHOCT OBE OIepallyje je OUMINIEHO JJUHEeapHa Y OJHOCY Ha My KUHY HU3A 7.

[Mperxonuu mpuctyn opMUpa JPBO 010310 HaBHILE (IIPBO ce MOMYyHe JIUCTOBH, A OHJIA YHY-
Tpallllby YBOPOBH CBE JOK ce He Jolje 10 KopeHa).

PeKyp3uBHU NocTynak

Jomn jemaH HauWH A ce CEMEHTHO APBO (JOpPMHUpa j€ PEKyp3UBHO, 0A03ro HaHmxke. Hako
jé OBa MMILJIEMEHTal1ja KOMIUIMKOBaHUja M MaJlo HeebuKacHUja (I0gyIle HE aCUMIIOTCKH)
yciesl peKyp3uBHUX [103UBA, IPUCTYII OJI03r0 HAHIIKE j€ y HEKUM KaCHUjUM Ollepalyjama He-
n3dexkaH, ra ra WiycTpyjemo Ha OBOM jeJHOCTaBHOM npuMepy. CBaku YBOp OpBeTa MpecTa-
BJba 30Mp ofpeleHor cerMenTa mo3uitja moya3Hor Hu3a. CerMeHr je jeqHo3HauHo onpeheH
NO3MLIMjOM K Y HU3Y KOjH O/iroBapa CerMEHTHOM JPBETY, ajli Ja OUCMO OJIAKIIAIM MMILIe-
MEHTaIMjy, TPaHWIIe TOT CerMeHTa MOXEMO Kpo3 peKyp3ujy mpociiehuBaTi kKao mapamerap
dyHKIWje, 3ajenHo ca BpeaHowhy & (Heka je To cermeHT [x, y]). Ha comum 1.14 3a caku
YBOp CETMEHTHOT JpPBETa JaT je HEeroB MHIEKC y oArorapajyhemM HU3y drvo W TpaHMIIE Cer-
MEHTa KOje Taj YBOp NOKPHUBA.

[0.7]

[2,3] [4,5]

[0,0] 111  [22] [33] [44] [55] [66] [7.7]

Cimka 1.14: YHyTap cBakor 4Bopa je NpHKas3aH HberoB MHAeKC k y HU3Y KOjUM je JpBO Mpel-
CTaBJbEHO, a TOPE]] YBOPA je MPUKA3aH CErMEHT |2, Y| KOju Taj YBOp MOKPHBA.

JIpBo Kpehemo na rpaaumo o kopena rie je k = 1 u [z, y] = [0,n — 1]. Ako poaurebcku
4BOp MOKPHBA CETMEHT [T, Y], Taja JeBo JeTe NnoKpuBa cermeHT [z, | 23 |], a gecHo gere
nokpusa cerment || £2¥ | + 1, y]. JlpBo normymaBaMo peKyp3UBHO, TAKO LITO HAjIIpe MOIy-
HUMO JIEBO MOJJIPBO, 3aTMM JIECHO TOUIPBO M Ha KPajy BPEIHOCT Y KOPEHY M3pauyHaBaMo
Kao 30Up BPEHOCTH Y JIEBOM H JIECHOM JeTeTy. M3nma3 u3 pekypsuje IpeacTaBibajy IMCTOBH,
KOje Iperno3HajeMo Mo TOMe IITO TOKPUBajy CerMeHTe MTyXHuHe 1, U y BUX CaMO KOTIMPaMo
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eJleMeHTe ca oropapajyhux Mmosuimja noja3Hor HA3a.

// od elemenata niza a sa pozicija [x, y] formira se segmentno drvo i
// elementi mu se smeStaju u niz drvo krenuvsi od pozicije k
vold formirajSegmentnoDrvo(const vector<int>& a, vector<int>& drvo,
size_t k, size_t x, size_t y) {
if (x ==y)
// u listove prepisujemo elemente polaznog niza
drvo[k] = x < a.size() ? a[x] : 0;
else {
// rekurzivno formiramo levo 1 desno poddrvo
ints=(x+y) /[ 2;
formirajSegmentnoDrvo(a, drvo, 2*k, x, s);
formirajSegmentnoDrvo(a, drvo, 2*k+1, s+1, y);
// izracunavamo vrednost u korenu
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];

// na osnovu datog niza a duzine n u kom su elementi smesteni od
// pozicije 0 formira se segmentno drvo i1 elementi mu se smestaju u
// niz drvo krenuvsi od pozicije 1
vector<int> formirajSegmentnoDrvo(const vector<int>& a) {
// niz implicitno dopunjujemo nulama tako da mu duzina postane
// najblizi stepen dvojke
int n = stepenDvojke(a.size());
vector<int> drvo(n * 2);
// krecemo formiranje od korena, koji se nalazi u nizu drvo
// na poziciji 1 i1 pokriva elemente na pozicijama [0, n-1]
formirajSegmentnoDrvo(a, drvo, 1, 0, n - 1);
return drvo;

BpEMEHCKY CII0KEHOCT MPETXO/IHE PEKYP3UBHE MMIUIEMEHTAIM]E MOKEMO OIUCATH HADE/-
HOM pekypeHTHOM jemHaunHom: T'(n) = 2T (n/2) + O(1),T'(1) = O(1). HbeHo pewiere
ce I00uja IMPEKTHO U3 MacTep Teopeme 1 u3Hocu O(n), TO je MCTO Kao U y Cilydajy urepa-
TUBHOT (DOPMHUPAFba CETMEHTHOT [PBETA.

PauyHar-€e 36Mpa efleMmeHaTa cermeHTa

U 30up enemenara MOXeMO U3pauyHATU OUJIO UTEPATUBHUM, OMJIO PEKYP3UBHUM ITOCTYIIKOM.
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NTepaTuMBHM NocTynak
NnycrpyjmMo utepaTvBHY MOCTYNAK (KaXeMO M TIOCTYTAaK 0/I03/10 HaBHIIE) MOMONY HEKOJIMKO
npuMepa.

I Mpumep 1.4.5

Pazmottipumo karxo ducmo nawiau 36up eaemenaiia nuza 3,4,1,2,6,5, 1,4 na dozuyujama
u3 ceimeniua [2, 6], wj. 36up enemenammia 1,2,6,5u 1. V cetmeniinom gpeeitiy iiaj ceimenii je
cmewtien Ha osuyujama uz ceimenitia |2+ 8,6+ 8] = [10, 14] (cauka 1.15). Jacno je ga ne
wipeda uhu go aucitiosa u pegom cadbupaiiiu enemeniiie, éeh Ha ameman HauuH UCKOPUCTIUIAN
eeh uspauynaiiie 30upose cetmeHaiia Koje ce Hanase y gpeeiiy.

3oup iipea gea enemenitia 1, 2 (koju cy na tozuyujama 10 u 11) ce nanazu y ueopy usnag roux
(Ha dozuuuju 5), 36up Hapegra gea eaemenaiiia 6 u 5 (koju cy na wozuuujama 12 u 13) ce
Hanasu wakohe y ueopy uznag reux (Ha iosuyuju 6), gok ce y poguitie/oCKom 480pY enemeniia
1 (koju je na dosuuuju 14) nanrazu rweiog 30up ca enemenition 4 (koju je na dozuyuju 15 u xoju
He fpuiiaga cetmeHity Koju cadupamo). 3aiio 30up enemeHamia Ha Ho3UUUjama u3 cetmeHiid
[10, 14] Y CEIMEHIUHOM gPBeittly MONCEMO PABNONCUTHU HA 30UD eneMeHattia Ha HoUUUamMa U3
ceimeniia [5, 6] u enementiia na iosuyuju 14 koju ogmax 3acedno gogajemo na mwpadx3ceru 30up.
Ha oeaj nauun iierbemo ce Ha HUGO usnag mmexyher (gonasumo go poguitiesoa wux 460poa8a) u
Hactiagbamo nociiyilak pavyyrajyhu 30up enemenaimia Ha HOUUUJAMA U3 CeTMEHTA [5, 6].

Ha dosuuuju 5 nanazu ce enemeniii 3, a Ha tozuyuju 6 eaemeniti 11. 'Y poguitiersckom ueopy
enemeniiia 3 (Ha Ho3uuuju 5) Harazu ce 30Up ca enemeHIlioM 1e80 0g rbeld, Koju He upuiiaga cel-
MeHiy Koju iipeda ga cadepemo. Cauuro, y poguitiebckom ueopy eaementia 11 (na dosuyuju
6) nanazu ce 30up 0807 enemenilia ca enemeHition gecHo 0g Feld Koju He Upuilaga ceimeHiiy
uuju 36up pauyramo. Ciioia ooa enemeniiia 3 u 11 gogajemo 3acedno na 36up u octiiajemo ca
APABHUM CEIMEHTUOM, YUMe Ce HOCTUYIAK pauyHarea 30upa gamor ceiMeHita 3a6puiasd.

k=1, [0,7]

k=2, [0,3] k=3, [4.7]

k=4,[0,1] k=5,[2,3] k=6, [4,5] k=7, [6,7]

k=8, k=9, k=10, k=11, k=12, k-13, k=14, k=15,
[0,0] 111 221 331 [©B4 [65 [6.6 7.7

Ciuka 1.15: PauyHare 30Mpa eieMeHara U3 cermMeHta |2, 6] npucTynom o030 HaBMILE.
[Nonedspanu cy JIMCTOBY KOjU OATOBAPAjy TPAKEHOM CETMEHTY, a 000jeH! Cy YBOPOBH UHje
ce BPEOHOCTHU cadupajy.
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I Mpumep 1.4.6

Paszmoiipumo kaxko ducmo pauynanu 36up enemenaiia Ha HOUUUJAMA U3 CeIMEHITA [3, 7],
wj. 30up enemenaiia 2,6,5,1,4. 'V celmenitinom gpeeiiy wiaj cetmenii je cmewitien Ha Ho-

suyujama [3 + 8,7 + 8] = [11, 15].

Y poguiiiesockom usopy enemeniiia 2 (koju je na iosuyuju 11) nanaszu ce rweios 30up ca ene-
Menition 1, ne6o 0g reia Koju He fipuiiaga cetmeninty koju cadupamo. Citiola enemeniti 2 ogmax
gogajemo Ha 30up.

3ouposu enemenaiia 6 u 5 (na wozuyujama 12 u 13) u enemenaitia 1 u 4 (na aozuyujama 14
u 15) ce nanaze y usoposuma uznag rux (Ha osuuujama 6 u 7), ia ce upodrem ceogu Ha
uspauyrasarbe 30upa enemenaiiia Ha fosuyujama 6 u 7.

Taj 36up je seh uzpauynaii, uznocu 16 u nanazu ce na nozuyuju 3, Waxo ga je camo UompedHo
ga u weia gogamo Ha 30up.

[axne, pesynitiaiti ce goduja cadbuparvem enemenitia 2 Ha iosuuuju 11 u eaemenitia 16 na
Hozuyuju 3.

I'enepainHo, 3a CBe yHyTpalllbe €JIEMEHTE CETMEHTA YMjH 30Mp pauyHaMO CMO CUTYPHH Jia ce
HUXOB 30Mp HaJla3u y YBOPOBUMA M3HAJ HUX. JeIMHM U3y3eTak MOry Ja Oy/y eleMeHTH Ha
KpajeBUMa CETMEHTa.

* AKO je eJIeMEeHT Ha JIEBOM Kpajy CerMeHTa JIEBO JieTe (IITO je eKBUBAJIEHTHO TOME Jia ce
HaJla3W Ha MapHOj MO3ULMjH) Tala Ce Y HEroBOM POAUTEILCKOM YBOPY Hajla3u HErOB
30Hp ca eJIEeMEHTOM JIECHO OJ] Fhera KO jU Takohe Iprmnaja CerMeHTy KO ju Tpeda cadpatu
(OCUM €BEHTYAJIHO Y CIy4ajy JeJHOWIAHOI CErMEHTA).

* 'V cynpoTHOM (@Ko ce HaJla3y Ha HeMapHOj TTO3UIINjH), Y FBbeTOBOM POUTEIHCKOM YBOPY
j€ HBeroB 30Up ca eJEMEHTOM JIEBO OJl Hera, KOju He MpUIaga CerMeHTY KOju cadu-
pamo. Y Toj cuTyaliju, Taj ereMeHT hemo MocedHo 10JaTH Ha 30Mp U UCKJBYUUTH U3
cerMeHTa Koju cadupamo NoMohy poIuTeIbCKUX YBOPOBA.

* AKO je eJleMeHT Ha JIECHOM Kpajy cerMeHTa JieBO JeTe (aKo ce Hajla3u Ha MapHOj To-
3ULIUjH), TaJla CE Y BerOBOM POJUTEILCKOM YBOPY HAJIa3U HETOB 30Up ca eIeMEeHTOM
JIECHO O]l Ihera, KOju He TpUllajia CeTMeHTy Koju cadupamo. W y Toj cutyaruju, Taj
eleMeHT heMo mocedHO AOoAaTH Ha 30Up U UCKJbYUMTH U3 CETMEHTa KOju cadupamo
noMohy poIUTE/bCKUX YBOPOBA.

* KoHauHO, aKo ce Kpajibu IECHU eJIEMEHT HaJla3y Y IECHOM YBOPY (aKO je Ha HEeMapHO]
HO3UILIMjH), Taa Ce Y BeTOBOM POJUTE/bCKOM YBOPY HaJla3U HEroB 301p ca eJIEMEHTOM
JIEBO Of Hera, KOju Mpuraaa CerMeHTy Koju cadupaMo (OCUM €BEHTYAIHO Yy caydajy
JEOHOWIAHOT CETMEHTA).
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// izracunava se zbir elemenata polaznog niza duZine n koji se
// nalaze na pozicijama iz segmenta [a, b] na osnovu segmentnog drveta
// koje je smesteno u nizu drvo, krenuvsi od pozicije 1
int zbirSegmenta(const vector<int>& drvo, int a, int b) {
int n = drvo.size() / 2;
a+=n; b +=n;
int zbir = 0;
// sve dok je segment neprazan
while (a <= b) {
// ako je levi kraj segmenta desno dete, dodajemo ga posebno u zbir
if (@ % 2 == 1) zbir += drvo[a++];
// ako je desni kraj segmenta levo dete, dodajemo ga posebno u zbir
if (b % 2 == 0) zbir += drvo[b--];
// penjemo se na nivo iznad, na roditeljske cvorove

a /= 2;
b /= 2;
}
return zbir;

TMomiTo ce y CBaKOM KOpaKy Jy’KMHa CerMeHTa [a, b] MooBy, a OHa je MHUIMjATHO CUTI'yPHO
Marba WK jeHaKa N, CII0KeHOCT oBe onepaiwje je O(logn).

PEKyPSVIBHVI nocrtynak

[MperxomHa UMIUIEMEHTAIIMja BPIIIY U3pauyHaBale 0J03/10 HaBuile. 1 3a oBy oreparujy Mo-
’KEMO HAIIPaBUTH PEKYP3UBHY MMILUIEMEHTALM]y KOja BPIIM U3pauyyHABambe OJI03r0 HAHWIKE.
dyHKIIMja Kao apryMeHT IpuMa YBop apBeta (Koju je oapeheH mo3uimjoM k 1 KOju Capxu
30Mp eJleMeHaTa Ha MO3MIMjaMa U3 CerMeHTa [, y|). V omurreM ciydvajy, HeKU eleMeHTH Ha
NO3MIMjaMa CerMeHTa [a, b| uuju 30up enemMeHara padyHaMo Cy JIeBO o Tekyher uBopa, a
HEKH JIECHO (MJIM Cy CBH JIEBO WJIM CBH JIECHO). 3a CBaKH YBOP Y CETMEHTHOM JIpBETY (DyHK-
1Mja Bpaha KOJIMKY je AOTNPUHOC CETMEHTA KOjU OJroBapa TOM YBOPY U H-eTOBUM HaCJIeTHU-
MMa TPaXEeHOM 30Mpy eJleMeHaTa Ha MO3HIjaMa U3 cerMeHTa [a, b| y monastHom uusy. Ha
MOYETKY KpehemMo o1 kopeHa 1 pauyyHamo JIONPUHOC 1IeJIOT JpBeTa 30upy eneMeHara u3 cer-
MeHTa [a, b]. Tloctoje Tpu pasimmuura Moryha onHoca usmely cermenra [x, | Koju oarosapa
TekyheM 4BOpY U cermMeHTa [a, b] umju 30up eeMeHaTa TpaKuMo.

* AKO Cy CerMeHTH JMCjYHKTHH, Tj. aKo je y < @ W je x > b, nonpuHoc Tekyher
4BOpa 30Mpy cermMeHTa [a, b| je Hyrna.

* AKO je CerMeHT [z, y| y MOTIIYHOCTH CajpkaH y cermMeHty [a, b], 1j. ako je a < z u
y < b, Taja je IOMPHUHOC MOTIIYH, Tj. IE0 30Up cerMenTa [, y| (a To je dpoj ymucan y



1.4 Ynutun pacnoHa 67

HU3Y Ha M03ULKjK k) JONPHHOCH 30Mpy elleMeHaTa Ha MO3ULjaMa U3 cermMenTa [a, b].

* V cympoTHOM, CEIrMEHTH ce CeKy W Taja je JOIPHHOC TeKyher 4Bopa jemHak 30mpy
JONPUHOCA HETOBOT JIEBOT U JECHOT JIeTeTa.

N3 oBor pasMaTpaka CJIeAn HapeHa I/IMHHCMEHTaHI/Ija.

// 1zracunava se zbir onih elemenata polaznog niza, koji se nalaze na
// pozicijama iz segmenta [a, b] 1 koji se ujedno nalaze u delu
// segmentnog drveta ciji je koren u nizu drvo na poziciji k (taj deo
// drveta pokriva elemente na pozicijama segmenta [x, y] originalnog niza)
int zbirSegmenta(const vector<int>& drvo, int k, int x, int y, int a, int b) {

// segmentl [x, y] 1 [a, b] su disjunktni

if (b < x || a > y) return 0;

// segment [x, y] je potpuno sadrZan unutar segmenta [a, b]

if (a <= x && y <= b)

return drvo[k];

// segmenti [x, y] 1 [a, b] se seku

int s =(x+y)/ 2;

return zbirSegmenta(drvo, 2*k, x, s, a, b) +

zbirSegmenta(drvo, 2*k+1, s+1, y, a, b);

// 1zracunava se zbir elemenata polaznog niza na pozicijama iz
// segmenta [a, b], na osnovu segmentnog drveta smestenog u nizu drvo
int zbirSegmenta(const vector<int>& drvo, int a, int b) {
int n = drvo.size() / 2;
// krecemo od drveta smestenog od pozicije 1, koje
// pokriva elemente polaznog niza na pozicijama iz segmenta [0, n-1]
return zbirSegmenta(drvo, 1, 0, n-1, a, b);

I Mpuwep 1.4.7

Pazmoitipumo kaxo ce osum ipuctiiyiiom ogpehyje 30up enemenamia Ha do3uyujama u3 cei-
Mena [2, 6] Y OpUIUHANHOM HU3Y (Y celmeHIliHOM gpeeilly Upukazarom Ha cauyy 1.16, iu
enemenitiu cy na iosuyujama [2 + 8,6 + 8] = [10, 14])

e Uzepwasarve kpehe og kopena. Ceimeniu [0, 7| ce ceue ca ceimenition [2, 6] ie he 36up
ouitiu jegnax cymu goipuroca ceimenaiia [0, 3] u [4, 7).

o Ceimenini [0, 3] ce ceue ca ceimenition [2, 6] itie oiieiti ipasumo gea pekyp3ueHa io3uéa
3a ceimeniie [0, 1] u [2, 3].
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Cetmeniui [0, 1] je gucjynxisian ca ceimenition [2, 6] ia je roeios goapuHoc Mpaxicenoj
cymu 0.

Ceimenini 2, 3] je cagpocan y ceimeniniy [2, 6] itie je roelos goipuroc womiyr — jegnax
Je spegrocitiu 3 Kojy taj usop uyed.

C gpyte ciupane, ceimeniti [4,7] ce ceue ca ceimenition |2, 6] iwie oieiti ipasumo gea
pekyp3uena iiosusa 3a cetmentie [4,5) u [6, 7).

Ceimeniti [4, 5] je y iomaynociiu cagpcan y ceimenitiy [2, 6] iie je roeios goipuroc

domiyn u usrocu 11.

Ceimeniti [6, 7] ce ceue ca cetmenition [2, 6], iia us mweia ciiapiiyjemo gea pekyp3uena
iosusa: 3a cetmenite [6,6] u [7,7].

Ceimenini [6, 6] Jje y HomiiyHOCHY cagpican y ceimeniy uuju 30up pauyHamo, iie je
Hel08 goupuroc dotiyr u uzrocu 1.

Ceimenii [7,7] je gucjynitian ca ceimenizion uiju 30up pauyHamo, ia je welog goupu-
Hoc jegnak Hyna. [lakae, ykyiHa epegrociti cyme ceimenitia ouhe jeguaka 3+ 11+1 =
15.

k=1, [0,7]

k=2, [0,3] /E\k=3 [4,7]
k=4, [01] 10\5 [2,3] k6[4i]/16\k7[67]

SHE0B0E b

k=9, k=10, k=11, k=12, k-13, k=14, k=15,
[00] 111 221 [33] 44 [65 [66] [7.7]

Cika 1.16: PauyHare 30upa eieMeHara u3 cermenta |2, 6] mpucrynom o1o3ro Haumxke. Ky-
TOM 00jOM UM NMOJABYYEHUM OpOjeBUMA Cy O3HAYEHH YBOPOBU KOjU OATOBapajy CerMEHTHMa
KOjH Ce CeKy ca TpakeHUM CerMEeHTOM, IIPBEHOM O0jOM U MCKOIIEHUM OpOjeBUMa YBOPOBU
KOjH Cy IUCjYHKTHH, a 3eJIeHOM 00joM U oJe0/baHuM OpojeBUMa YBOPOBU KOjU OroBapajy
CEerMeHTHMa KOjU Cy y TIOTIIYHOCTH CaIpKaHU Y CETMEHTY KOjU ce cadupa.

U oBa umruieMeHTanuja uma cioxenoct O(logn ). JJokaxumo To.

Tpuauxom pexyp3usHor 0OUNACKaA CETMEHTITHOT gpaeitia, 3a C8AKU HUBO CEIMEHIHOT gpaeiid
odunaze ce Hajeuute o uermupu 48opa.
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[0,15]

O —— T By
[0,3]/ \[4,7] [8,11]/

[0,1]/ \[2,3] [4,5] [6,71 [8,9]/ [10, 11] [12,13]
‘ogudodoet

[0,0] 111 [22] [3.3] [4.4] [65] [66] [7.7] [8.8] [9,9] [10,10] [11,11] [12,12] [13,13] [14,14] [15,15]

[12,15]

[14,15]

Cnuika 1.17: PauyHatbe 30upa enemeHara u3 cermenta |1, 8] npucrynom oposro Hanmxke. JKy-
TOM OOjOM Cy O3HAUY€HM YBOPOBU KOjU OArOBapajy CETMEHTUMA KOjU CE CEKy Ca TPaXCHUM
CErMEHTOM, IIPBEHOM 00jOM YBOPOBU KOjU CY JAUCjYHKTHH, a 3eJIEHOM O0jOM YBOPOBU KOjU
OJIrOBapajy CErMEHTHMA KOjH Cy Y TIOTITYHOCTH CaJpKaHHW y CETMEHTY KOju ce cadmpa.

Joxa3. Jlokaxxumo OBO TBphere MPUHLIMIIOM MaTeMaTU4Ke MHAYKLIH]E.

Ha mpBoMm HEBOY ce mocehyje camo jegan 4Bop, KOpeH IpBeTa, Tako Ja ce Ha OBOM HHUBOY
nocehyje Mamwe o] YeTUpHU YBOpa U Da3a MHAYKLMjEe BaKu.

PazmoTpumMo cajia Ipou3BOJbHY HMBO ApBETa: IpeMa MHAYKTUBHO] XUIIOTE3M Ha HEMy Ce
nocehyje HajBullle YeTUPU YBOpA.

* Ako ce rocehyje HajBuIIIe ABa YBOpa, Y HAPEJHOM HUBOY ce rocehy je HajBHIIe YeTupu
YBOpa jep CBaKM YBOP MOJKe J1a MPOU3Be/ie HAjBUIIE /1Ba PEKYp3UBHA MO3KBA.

* [IpernoctaBuMO ja ce Ha Tekyhem HUBOY mocehyjy Tpu uin yetupu yBopa. OHU MOTY
dutu cycennu (cnuka 1.16, HuBO 2), a1 He Mopajy (cnuka 1.17, Huso 3). Ilomro
YBOPOBH HA jeJHOM HHUBOY CETMEHTHOI APBETa CaApKe CyMe JUCjyHKTHUX CerMeHaTa,
jeIMHU YBOPOBH U3 KOjUX CE MOT'Y IOKPEHYTH PEKyP3UBHH ITO3MBU Cy OHU KOjH calipike
rpaHuIie CerMeHTa Yijy CyMy pauyHamo (CHBM YBOPOBHU Ha CJIMIM): OCTAJIM CETMEHTH
he Outy MM y NOTIYHOCTH CaApKaHU WM AUCjYHKTHH Ca CETMEHTOM 4Hjy CyMYy pauy-
HaMo (WJI 3eJIeHH, UM LIpBeHH Ha ciuii). Crora, Ha CBaKOM HMBOY IIOCTOj€ caMo JiBa
YBOpA U3 KOJUX C€ MOTY HAlPaBUTH PEKYP3WBHU IMO3MBH, TaKo [a he v HapeaHu HUBO
3aJJ0BOJbABATH MOJIA3HO TBpHEme.

O]

[omrro je Bucuna cermentror apeera O(logn), ykymHo ce nocehyje Hajsuiie 4 log n 4Bo-
pOBa CETMEHTHOT JIpBeTa, Te je CIOKEHOCT ollepallyje u3pauyHaBamba 30upa cerMeHTa MpH-
crynom ofo3ro Haumxke takohe O(logn).
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AXypupatbe BpeHOCTY efleMeHTa
N pyHK1mjy 3a axxypupame CErMEHTHOT APBETa IPH aKypHparby BPEJHOCTH HEKOT eJIeMEHTa
MOJIA3HOT HU3a MOKEMO UMIUIEMEHTUPATH UTEPATUBHO U PEKYP3UBHO.

NTepatuBHM NocTynak

[MpuiMkoM axxyprpara HeKOT eJleMEHTa NMOTPEOHO je aKyprpaTH CBE YUBOPOBE Ha MyTaHbH Of1
TOr Jmcta 70 kopeHa. C 003UpOM Ha TO Jja 3HAMO TO3MIIU]Y POUTEIha CBAKOT YBOpPA, OBA
oreparyja ce MOXe BeoMa jeTHOCTABHO UTEPATUBHO MMILIEMEHTHUPATH.

| Mpumep 1.4.8

Ha cauyu 1.18 je na jegnom ipumepy apuxazano Koje cee ugopoee je UompeoHo axcypupaitiu
HAKOH U3MeHe eneMeHiiia Ha Ho3Uuyuji 2 Y opuiuHaAHOM HU3Y.

k=1, [0,7]

k=2, [0,3] k=3, [4,7]

k=4, [0,1] k=5, [2,3] k=6, [4,9] k=7, [6,7]

k=8, k=9, k=10, k=11, k=12, k-13, k=14, k=15,
oo MM @221 B3 @44 [B5 66 [7.7]

Cnuka 1.18: Axypupame eleMeHTa Ha TIO3UIUjH 2 y T0JIa3HOM HK3y. YBOpOBU umje ce
BPEIHOCTH aXKypUpajy cy 000jeHHu.

// azZurira segmentno drvo smesSteno u niz drvo od pozicije 1
// koje sadrzi elemente polaznog niza a duZine n u kom su elementi
// smesteni od pozicije 0, nakon sto se na poziciju i polaznog
// niza upise vrednost v
vold upisi(vector<int>& drvo, int i, int v) {

int n = drvo.size() / 2;

// prvo aZuriramo odgovarajucéi list

int k =1 + n;

drvo[k] = v;

// aZuriramo sve roditelje izmenjenih cvorova

for (k /= 2; k >=1; k /= 2)

drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];

IMomro ce k MmooBM y cBaKOM KOpaKy IeT/be, a Kpehe ofi BpeHOCTH HajBumie 2n — 1, u
croxeHoct oe onepauje je O(logn).
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PeKyp3uBHU NocTynak

U oBy oneparnyjy MoxkeM0O NUMITTIEMEHTHPATH OJI03T0 HAaHIKE.

// azurira segmentno drvo smesteno u niz drvo od pozicije k,
// koje sadrzi elemente polaznog niza a duzZine n sa pozicija iz
// segmenta [x, y], nakon sto se na poziciju 1 niza upise vrednost v
void upisi(vector<int>& drvo, int k, int x, int y, int i, int v) {
if (x ==y)
// azZuriramo vrednost u listu
drvo[k] = v;
else {
// proveravamo da li se pozicija i1 nalazi levo i1li desno
// 1 u zavisnosti od toga azZuriramo odgovarajuce poddrvo
int s=(x+vy)/ 2;
if (x <= 1 & 1 <= s)
upisi(drvo, 2*k, x, s, i, v);
else
upisi(drvo, 2*k+1, s+1, y, i, v);
// posSto se promenila vrednost u nekom od dva poddrveta
// moramo aZurirati vrednost u korenu
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];

// azZurira segmentno drvo smeSteno u niz drvo od pozicije 1,
// koje sadrZi elemente polaznog niza a duZine n u kom su elementi
// smesteni od pozicije 0, nakon Sto se na poziciju i polaznog
// niza upise vrednost v
vold upisi(vector<int>& drvo, int i, int v) {
int n = drvo.size() / 2;
// krecemo od drveta smesStenog od pozicije 1 koje
// sadrzi elemente polaznog niza na pozicijama iz segmenta [0, n-1]
upisi(drvo, 1, 0, n-1, i, v);

CJIOKEHOCT TIPETXO/IHE MMILUIEMEHTAIMjE MOKEMO OIMCATH PEKYPEHTHOM jeJHAUMHOM:
T(n) = T(n/2) + O(1),T(1) = O(1) u weHo pemewe uznocu O(logn). Haume,
IyKMHA MHTEpBaNa [T, Y] ce y CBaKOM HApeJHOM II03MBY CMarbyje 1Ba IyTa, a Hheropa
MOYEeTHA AyXUHA je jeTHaKa n.

Ymecto pyHKIMje upisi yecTo ce pazmarpa (pyHKIMja uvecaj KOja eJIeMEeHT Ha MO3UIHjH 1
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MoJIa3HOT HM3a yBehaBa 3a JIaTy BPEIHOCT v U Y CKJIaJy ca TUM a)Xypupa CerMEHTHO JPBO.
Caaka oj1 oBe 1Be (PYHKITHje ce jeTHOCTABHO M3pakaBa MPEeKo OHE JIpyTe.

Apyre onepauuje

OcuM 3a npoHaaxewe 301pa, CETMEHTHO JIPBO Ce MOXeE KOPUCTUTH U 32 MHOTe Jpyre aco-
uyjaTuBHe onepauuje. Hajuyewrhe cy To nmpoHanaxewe MUHMMYyMa WM Makcumyma, H3 ]I
wm H3C cBux eneMeHaTa cerMeHTa W CIMYHO. Y THM ClIydajeBUMa C€ Ha CBUM MECTHMa
y KOofly orepalnuja cadrpama Mema ojaroapajyhoM duMHapHOM acoLMjaTHBHOM OIEPALjOM
(min, max, nzd, nzs U cian4Ho). [IpuTOM, aKO ce HU3 AOMyHaBa JI0 IyKMHE KOja je CTereH
opoja 2, ymecto BpegHoctu (), KOpHCTe ce HeyTpaIHU eleMEeHTH OAroBapajyhux orepanyja
(Ha mpuMep, 3a min TO je BpeOHOCT +00, 3a max TO je —00, 3a nzd To je 0, a 3a nzs To je 1).

Hexke mano Hanpeanuje moaudgukanyje omoryhaBajy U u3BpllIaBame CJI0KEeHUjUX ynura. Ha
puMep, MOXEMO [Ia HAIIPaBUMO JPBO KOje 32 CBaKU CerMeHT ojpel)yje MakCUMaHy Bpe-
HOCT TOT' CETMEHTA U YjeAHO Opoj M0jaBsbuBamba Te MaKCUMaJIHE BPEAHOCTU Y TOM CETMEHTY.
Tapa ce y cBakoM 4BOpy 4yBa map (71, 1) CauribeH O Te JBEe BPEAHOCTH. Y JIMCTOBUMA Jp-
BeTa ce yyBa ypeheH nap esemenTta Hu3a u Bpegaocty 1. Ilaposu ce komOunyjy Ha ciegehu
HauuH. AKO je BPEIHOCT y JIEBOM JieTeTy 4Bopa (1, n;), a y aecHoM (m, ng), Taaa, ako
jem; > my, Baxku (m,n) = (my,n;), ako je my > my, Baku (m,n) = (my,ny), a
ako je m; = my, Baxu (m,n) = (my,n; + n,). Ao AyKuHA HU3a HUje CTeleH Opoja 2,
HU3 Ce JI0MyHaBa BpeqHocTuma (—oo, 0), jep je —0o HeyTpa 3a oneparujy max, pd Yemy
ce Ta BpeJHOCT 3alpaBo He jaBjba Y HU3Y (aKo ce 3Ha /1a Cy CBU €JIEMEHTH HU3a HEHEeraTHBHHY,
YMECTO —0O Ce MOXKe KOpUCTUTU BpeaHocT ().

Hapegumo jour Heke TMIM4YHE onepauyje: oapehuBame dpoja egeMeHara y CErMEHTY KOju
3a70BOJbaBajy AaTH YCJIOB (Ha mpuMep, oipehuBame Opoja Hysna y CBaKOM CETMEHTY WM
Opoja mapHuX OpojeBa y CBAKOM CErMEHTY), ofipehuBatbe mosuipje k-Tor rmo pey ejeMeHTa
y CEIMEHTY KOJH 3a/I0BOJbaBa IATU YCJIOB, oipehuBambe I03HLKje IPBOT eJIEMEHTa Yy CETMEHTY
KOju je Behu of gate BpeAHOCTH, ofpehuBame MpBe NOo3UlKje y CErMEHTY HIU3a KOjU CaapkKu
caMoO HEHeraTHMBHE BPEJHOCTH TaKBe Aa je 30Mp mpeduKca cerMeHTa 0 Te mosunuje Behn
WM jeIHaK O[] JaTe BPEAHOCTH U CIUYHO.

HaromeHuMoO Ja ce HeKe Ojff OBHX OIepaliija MOry peajn30BaT OMONy OOMYHOI CErMeHT-
HOT JIpBeTa M OMHApHE MpeTpare TaKo Ja UM je CII0KEHOCT O(log2 n), a npuIarohaBambeM cer-
MeHTHOT JipBeTa cioxkeHoct nocraje O(logn). Ha npumep, y HU3y HeHEraTMBHUX OpoOjeBa
3a J1aTu cerMeHT oapeheH nosuimjama ([, d|, SuHapHoMm nperparom unTepsana (1, d| Moxemo
OJIpeINTH HajMatby BpeaHoct k € |1, d] tako ja je 3oup npedukca oapeheHor nosunpjama
[l, k] Behn opy nate BpenHoctu . Bunapha nperpara 3axtea O(log (d — [ + 1)) = O(logn)
KOpaka, a y CBaKOM KOpaky 30up cermenTa onpehenor nosurmjama [l, k| moxemo oxpehu-
BaTh TIOMOhy cermenTtHor npseta y Bpemeny O(logn) (jep je mpeduke oapehen mosunu-
jama [l, k] cermenta oxpehesor nosuimjama ([, d] yjenHo cermeHT opuruHaiHor Husa). Ca
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Apyre cTpaHe, MOXeMO Je(rHUCaTH PeKyp3UBHY (PYHKIM]jy KOja y jeIHOM IPOJAcKy Kpo3
CEerMeHTHO JIPBO MPOHAJIA3U TpaxeHy BpeaHocT k. Hamme, ako je BpeaHOCT JieBOI jeTeTa
(30upa enemMeHara y JIEBOj MOJOBUHU TPEHYTHOT CErMeHTa) Beha Wiy jeiHaka oJf BpeJHOCTU
Z, OHJA NpedUKC peKyp3UBHO TPAaXXUMO Yy JIEBOM JETETY, a aKO je Mama OJ BPEeIHOCTU Z,
OHJIa Y JECHOM JETEeTy TpaXXuMO Hajkpahu npedukc uuju je 30up Behu wim jeqHak of pa-
3JIMKe BPEAHOCTH X U BPEHOCTH JIEBOT JeTeTa (IUTO je 30Up eseMeHaTa y JIEBOj MOJOBUHU
TpeHyTHOT cermenTa). Tume ce ynut usBpiasa y Bpemeny O(logn).

1.4.2.2 deHnBukoBa apseTa (BIT)

Pasmotpumo cania jour jemHy CTpyKTypy NojiaTaka kKoja omoryhaBa e(pMkacHO pauyHame CTa-
THCTHKA CETMEHaTa HU3a U aXypUpame MojeMHAYHNX eeMeHaTa: To cy Pengukosa'' gp-
eemia (enrn. Fenwick tree), Tj. ounapro ungexcupana gpeeiia (eHri. binary indexed tree,
BIT). Bumehemo na ce oHa Mayio jeHOCTaBHUje MMIUIEMEHTHPAjy O CETMEHTHUX JPBETa,
KOpPHUCTE MaJI0 Make MEMOpH]je 1 MOTY Jia Oyay MaJio Opika oJ] X (MaKO CYy UM M BpEMEHCKa
Y IIPOCTOPHA CIIOKEHOCT ACUMIITOTCKH jefnHake). C apyre cTpaHe, 3a pa3jiyKy Of CETMEHTHUX
IpBeTa, Koja Cy TIOroJjHa 3a pa3inunTe onepanyje, PeHBUKOBa pBeTa Cy CIelHjaIn30BaHa
camo 3a acollMjaTHBHE Olepalldje Koje umMajy oaropapajyhe nuasepsHe (CynpoTHe) ornepariyje
(HITp. 30Mp WM MTPOM3BO]] eJleMeHaTa cerMeHara ce Moxe Hana3utu y3 momoh ®eHBUKOBUX
IpBeTa, jep cadupamy OJroBapa oy3MMame, & MHOXKEHY Je/beHhe, Al He 1 MUHUMYM, Haj-
Behu 3ajeqHuuky aenunan u cnryHo). [lorpedy na 3a pasmMaTpaHy onepanujy nocToju UHBEp-
3Ha orepaiuja hemo eta/bHIje JUCKYTOBAaTH Kafa Oy/1eMO TOBOPUIIM O peaiu3alijy cCaMux
orreparja. CerMeHTHa ApBeTa MOTY J1a ypaje cBe mTo 1 PeHBUKOBA, JOK 0OPATHO HE BAXKH.

CnmyHO Kao LITO je cydaj KOA CerMEHTHMX JIpBeTa, Mako ce Ha3uBa ApBeToM, PeHBHKOBO
JPBO 3aIlpaBo MpecTaB/ba HU3 BPEIHOCTH 30MpOBa HEKMX MAaMETHO M3adpaHUX cerMeHara
OpUT'MHAIHOr HU3a a. M300p cerMeHaTa je y TeCHOj Be3U ca OMHApHOM pPEIpe3eHTaLjoM
unpaekca. Kibyuna denBukoBa uzeja je cieneha:

Kao witio ce ceaxu iipupogan dpoj modxce goduitiu caduparbem ciiieilena geojke, ogpeherux
FoeI08OM OUHAPHOM pelipe3enitiayujom (ceaxa jeguHuya y OUHapHoj peiipeseHtuauuju ogpehyje
HeKU ciieilen geojke), WaKo ce U C8aKu UpebuKc HU3a Modce goOUTU HAGOBE3UBAHEM HEKUX
celmenamia, ogpehenux SUHaApHOM peipe3eHiuayujom ipanuye ol ceimeniia (ceaxka jeguHuya
Y OuUHapHoj peiipeseHttauuju ogpehyje jegan maxkae cetmemii).

IMoHoBO hemo, jeIHOCTABHOCTH pajy, MPETIIOCTABUTY JIa Ce BPEIHOCTH CMEINTAjy OJ MO3H-
mje 1 (Bpeanoct Ha no3uuuju O je upeseBaHTHA) U TO U Yy MOJA3HOM HU3Y O, U Y HU3Y Y
KoM ce cmeinTa PeHBukoBo ApBo. [IpmnarohaBame Koga CUTyalldju y KOjoj cy y MOJa3HOM
HU3Y €JIEMEeHTH CMEINTEHH O]l TIO3WIMje Hy/la BeoMa je jeJHOCTAaBHO, CaMo je Ha MOYETKY
cBake (pyHKIMje Koja pajau ca JpBETOM MHJEKC MOJIA3HOT HU3a MOTpedHo yBehaTtu 3a jenan

'Crpykrypy je unummjanso npemnoxuo Bopuc Pujabko, a ume je noduna ro IMurtepy ®ensuky, nagopmatu-
yapy ca YHusep3urera Oxsang y Hosom 3enenny.
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npe gambe odpaje. Jakie, ako je MoJa3Hu HU3 [IyKUHE 71, EIEMEHTH JIPBETA CE CMEINTA]Y y
nocedan HKU3 Ha nosuwje [ 1, n|.

Hedununmja eHBUKOBOT pBeTa je cieaeha:

V gpeeiiiy ce na iosuyuju k uyea 30up spegrociiu orazHoT HU3A €A UOUUUJA U3 UHITEPEANd
(f(k), k), ige je f(k) bpoj koju ce gobuja og bpoja k wwiako witio ce y durnaprom 3aiiucy bpoja
k dipea jegunuua 3gecHa 3a.MeHu HYAOM.

I Mpumep 1.4.9

oV @ensuxosom gpeeiiiy ce na iosuuuju k = 21 3aiucyje 36up eremenainia worazHot
Huza ca iosuyuja uz uniepsana (20, 21). Haume, bpoj 21 ce bunapno saiiucyje kao
(10101), u 3amernom iipse jeguruue 3gecha HYAOM Y FelOBOM OUHAPHOM 3AIUCY Joduja
ce ounapnu zaiuc (10100),, @j. dpoj 20 (saxncu f(21) = 20).

* Ha iosuyuju 20 y @ensuxosom gpeeiiy Hara3u ce 30up enemeHaiia ora3Hol Hu3a ca
iosuyuja uz uniepsara (16,20], jep ce dpucarvem Kpajrwe gecre jeguruue u3 reio-
6ot bunapnori saiuca (10100), goduja dunapru saiuc (10000), ). opoj 16 (eaxncu
£(20) = 16).

e Ha iozuyuju 16 y @ensurxosom gpeeriy uysa ce 30up enemeHalia HONA3HOT HU3A Cd
aosuyuja uz uniepsana (0, 16], jep ce dpucarvem kparve gecre jegunuye u3z dUHapHOT
saituca bpoja 16 goduja 0 (eaxncu f(16) = 0).

Ha ciuim 1.19 je 3a Hus nyxune 16 npukazaHo Koju ce 30MpOBM cerMeHaTa MoJIa3HOT HU3a
YyyBajy Ha CBakoj of nosuuuja y denBukoBoM apeery. [IpruMeTrMo fa HenapHe No3uLvje Of-
roBapajy cerMeHTHMa JyXuHe 1, a ja 3a cTeneHe dpoja 2 cerMeHTH IPe/ICTaBbajy npedukce
TIOJIa3HOT HU3A /IO Te TO3HIIHje.

I Mpumep 1.4.10

Pazmotipumo nuz a ca epegrocitiuma 3,4,1,2,6,5,1,4.

0 1 2 3 4 ) 6 7 8 k

0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 K éunapro

0000 0000 0010 0000 0100 0100 0110 0000 f(k) bunapro
o o 2 0 4 4 6 0 fk

(0,1 (0,2] (2,3] (0,4] (4,5] (4,6] (6,7 (0,8] unimepsan
3 4 6
3 7 6

1 2 ) 1 4 nuza
1 10 11 1 26  Densuxoso gpeo




1.4 Ynutun pacnoHa 75

P BB BB B BT E

[3]e]1]2]6]5]
123456

1
3
Cmuka 1.19: Ilpukas cermMeHata 4uju Cy 30MpOBU eJeMeHaTa CMeIlTeHy y eneMeHTuMa deH-
BUKOBOT JIpBeTa ayxuHe 16. Ha mHy je mpukasaH mosia3HU HU3, CETMEHTH CY O3HAYEHH Ipa-
BOYTaOHMIIMMA, a 30Up ejleMeHaTa CBAaKOT CErMEHTa je MPUKa3aH y CUBOM KBaJIpaTy KOju ce

HaJla3¥ Ha TIO3UITUjH Ha KOjo] je Taj 30up cMemmTeH y PeHBUKOBOM JIPBETY Ka/ia C& OHO Mpe-
cTaBu nomohy Hu3a.

Ha cyimm 1.20 npuka3zaHa je 3aBUCHOCT 30MpoBa cerMeHara oj ’bUXOBHUX IMOJICerMeHara, ojia-
KJIE C€ JaCHO BU/M /Ia j€ 3auCTa y INTamy APBOJIMKA CTPYKTypa (0TyAa u noTrye HasuB Pen-
BUKOBO JIPBO). Y JIMCTOBMMA OBE CTPYKTYpe Hajiase Cce eJIEMEHTH MOJIAa3HOT HK3a, JIOK Ce Y
YHYTpaIlibIM YBOPOBUMA Hasla3e ejeMeHTH PeHBUKOBOT ApBeTa.

Cnuka 1.20: OpBonuka cTpykTypa PeHBUKOBOT IpBETA.

MmrnemeHTanmja pasHux ornepanyja Hajg PeHBUKOBUM IPBETOM je BEOMa jeIHOCTaBHA, aKoO
Ce 3Ha HA4MH J]a ce U3 OMHAPHOT 3aruca Opoja YKJIOHU MpBa jeJUHHUIIA 3/eCHA Tj. Aa ce 3a
natu Opoj k uspauyna BpeaHoct f (k). O3naunmo ca b(k) duHapHu OPOj KOjH CajpKu camo
jemHy jeIMHUILY ¥ TO HA MECTY TIOCTIe/libe jeIMHUIIe Y OMHApHOM 3amucy Opoja k. Baxu na

je f(k) =k —b(k).

[Toj NpeTIOCTaBKOM [1a Cy OpOjeBH 3alliCaHK Y TIOTIYHOM KOMILIEMEHTY, BpeaHoct b(k) ce
MOJXe M3payyHaTy u3pasoM k & -k. Omy3uMameM Te BpeAHOCTH of Opoja k Tj. u3pa3om k -
(k & -k) modujamo epexaT dprcama TOCTIEAbE jeTUHNUIIE Y ONHApHOM 3amucy opoja k u To
npecTaB/ba UMILIEMeHTalnjy pyHkimje f.
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| Mpumep 1.4.11

bpojy k = 20 ogiosapa bunapnu saiuc (00010100),, a 6pojy —k bunapnu 3aiuc
(11101100),, e je k & -k jegraxo (00000100), u ipegcimasva bpoj Koju cagpicu camo
Jegny Jequnuuy u o Ha Mecilly Hocaegrbe jeguHuue y 3aiucy opoja k. Ogysumarcem
oee epegrociiu og Opoja k gobujamo 6poj 16 kome ogioeapa bunapna peiipesenitiauija

(00010000)s.

JloKa)KMMO MCIIPAaBHOCT ollepalije yKJIamame MOCIehe jelUHulle U3 OMHApHOI 3ammca
opoja.

3a buno koju neosraueru Surnapru 6poj k eehu og nyne uspasom k & -k ce uspauynasa o6poj
b(k) iwij. bpoj koju ce cacimioju camo og iiocregroe jequruye y dunaprom 3aitucy opoja k, a
uspazom k - (k & -k) ce uspauynasa opoj f(k) godujen og dpoja k dpucarvem iiocaegroe
Jeguruye u3 relogoi OUHApHOT 3aituca.

Jlokas. TloTmyHu KoMmIIeMeHT Opoja k ce 100uja Tako ITo ce Opojy k MHBEPTY ]y CBU OUTOBU
1 1odujenHu pe3yJrar ce yBeha 3a 1. Heka Opoj k uma CBOjy mocie/iiby jeAMHUITY HA TIO3UIIH]H
P (ako MMa OUTOBA JECHO OJ MO3ULIM]jE P, OHU Cy CBU HyJie). Kana ce Herupajy durosu noduja
ce Opoj Koju UMa Hy/y Ha MO3UIMjU P U3a KOje IO Kpaja ciele jeAuHuIle (aKo UX yOIITe
nMma). Cadupamem ca 1 moduja ce Opoj Koju Ha TIO3WIUjH p UMa 1 W3a Jera ce Hajase HyJe.
Hakne, neBo of nosuiyje p outoBu Opoja k u —k cy CynmpoTHH, Ha MO3UIMjH P 00a UMajy
JjEIUHUIIE, a IECHO OI TTO3UIMje P 00a uMajy HyJsie. BuToBcka KOHjyHKIHja OpojeBa k u —k
naje pesyntar b(k) Koju UMa caMo jefiHy jeMHUILY U TO Ha TIO3ULMH P (TO je jeNUHO MECTO
rie u k u —k umajy BpegHocrt 1). O

Jlpyru Hauns 1a ce uspauyna Bpeanoct f(k) jecte pauyHarem BpeqHOCTH M3pasa k & (k-1).
HWcnpasHocT oBOT M3pasza ce Takohe Moxke jemHOCTaBHO noka3aTh. Hamme, Opoj k-1 uma cBe
ucTe OUTOBE O] Kpajiber JIEBOT JI0 MO3MIIKje MOCIeAhOr MOCTaB/beHor ouTa y Opojy k, a cee
WHBEPTOBaHEe OMTOBE IMOCIIE KPajiber JECHOT MOCTAB/LEHOT OuTa y Opojy k.

I Mpumep 1.4.12

Bunapru saituc dpoja k = 20 je (00010100),, a dpoja k—1 = 19 je (00010011), u uspasy
k & (k-1) ogiosapa dunapru saiuc (00010000)s.

Wnak, m3pa3 k - (k & -k) ce yemhe kopucTH, 300T CIMYHOCTH ca m3pazoM k + (k & -k),
KOjHU ce KOPHUCTH NPWIMKOM M3pauyHaBawa (PyHKLHMjEe g KOja je NeUHUCAHA y MOINIaBJby
1.4.2.2 mocBeheHOM a)XypHpamy BpeTHOCTH eJeMeHaTa Hu3a.
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PauyHake 361pa efnemeHaTa cermeHTa
30up enemenara y 0110 KOM MpeUKCy MOJIA3HOT HIU3a MOXKeE Ja ce I00Hje Kao 30Up HEKOJIMKO
eleMeHara 3anucanux y MeHBUKOBOM JIPBETY.

| Mpumep 1.4.13

HUninepean iozuyuja (0, 21] ). apedurc nuza go iosuyuje 21 ce goduja nagosesusaroem
unitiepsana (0, 16], (16, 20] u (20, 21].

OsBe uHTEepBase je jeqHOCTaBHO oapeauTd. Ha mosunmju k ce Hamasu 30up eremeHaTa ca
nosurmja u3 untepsana (f(k), k|, va nosumju f (k) 30up enemeHara ca Nosuimja U3 UH-
tepsana (f(f(k)), f(k)], uta. Hocrynak ce Hactaiba cadupajyhiu enemente ca nosuumja k,

f(k), f(f(k)), f(f(f(k))) ura., cBe mOK ce He mohe 10 Mo3uIWje HyIIA.

Bpoj enemenara ®eHBUKOBOT APBETA YHjJUM CE CAOMPAEM J0OU]ja 30Up HpeduKca Noaa3HOr
uu3a je O(logn). Haume, y cBakoM Kopaky ce Opoj jeauHuna y SuHapHOM 3anucy Tekyher
MHIIEKCA CMatby je, a Opoj n ce dMHapHO 3anucy je ca Hajsuie O(logn) OUHAPHUX jeMHULA.

306up enemenara npedukca Ha nosunmjama us untepsaia (0, k| moiasHOr HU3a @ CMEINTEHOT
y ®EeHBUKOBO JAPBO drvo MOKEMO OH/IA U3pAYyHATH HAPEIHOM (DYHKIHjOM.

int zbirPrefiksa(const vector<int>& drvo, int k) {
int zbir = 0;
while (k > 0) {
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;

}

Kaga ymemo na m3pauyHamo 30upoBe mpedpuKca MMoJIa3HOT HU3a, 30WMp MPOU3BOJBHOT Cer-
MeHTa ofpeheHor nosunujama [a, b| moasHor HU3a MOKEMO U3pAIyHATH Kao pasiuKy 301pa
npedukca onpehenor nosuiwmjama (0, b] u 3oupa npedukca ogpeheror nozurmjama (0, a—1].
[Momiro ce oda npedukca pauyHajy y Bpemeny O(logn), v 30Mp CBAKOT CErMEHTa MOKEMO
m3pauyHary y Bpemeny O(logn). McrakHMMO Ha OBOM MecTy Ja je 300r OBe omeparje
Ba)KHO J1a aCOIMjaTHBHA OTepaIyja Koja ce Kopuctu y PeHBUKOBOM [IpBETY MMa WHBEP3HY
omepaijy (y OBOM CIy4ajy, MOIITO Ce pagu O OIepalyju caduparma, 1a OUCMO MOINIU JAa
Ofy3MMaH-eM JIBe BpeIHOCTH MpedHKca J0OMjeMo 301p IIPOU3BOJLHOT cerMenTa'?).

1206parumo naxmy ja ako ce PeHBUKOBUM JPBETOM PauyHajy IPOM3BO/IM CETMEHATA, EIEMEHTH JIPBETA MO-
pajy duTh paznmuuTH Off HyJIe, 300T oneparuje 1e/bermba.
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AXypupatbe BpeHOCTY efleMeHTa

Wnejy pauyHama 301pa eJeMeHaTa MpOoru3BOJFHOT CErMeHTa Kao pa3JiiKe ABa 30upa npedukca
cMo BuIeaH Beh paHMje, KaJa CMO y Te CBpXe OJpKaBajld HU3 CBHX 30MpoBa npedukca.
OcHoBHa ripegHOCcT PEeHBUKOBUX JIPBETa Y OMHOCY Ha HU3 CBUX 30MpOBa MpeduKca je TO IMTO
ce Mory epukacHo axypupaTtu. Hanme, axypupame jeAHOT eleMeHTa MOJIa3HOT HH3a MOXe
pe3yaTOBaTH MU3MEHOM BPEJHOCTH BEJIMKOT Opoja MpeUKCHUX 30MpOBa, HAPOUUTO aKO je
€JIEeMEHT KOjU MehaMo OJM3y MoYeTKa Hu3a (y HajropeM ciydajy Opoj 30upoBa Koje je Imo-
TpedHo axypuparu je O(n)). Crora je onepanuja axypupama eleMeHTa KaJa ce KOpUCTe
npepUKCHU 30MPOBH Y HajropeM citydajy ciokeHoct O(n).

Pasmorpumo ¢pyHk1IMjy Koja axypupa PeHBUKOBO APBO HAKOH yBehamwa ejeMeHTa y noJja-
3HOM HU3Y Ha TIO3UIKjU k 3a BpeaHocT x. Tazia je 3a x morpedHo yBehatu cBe OHe 30MpoBe y
APBETY Y KOjuMa ce Kao cadbupak jaBiba U elleMeHT Ha no3uiuju k. TlorpedHo je axypuparu
CBE OHE MO3UILIMje 1M YMjU TPUAPYKEHN CerMEHT CaIpKu BPEIHOCT K, Tj. CBE OHE TO3UIIHje
m takBe 1a je k € (f(m), m], 1j. nozunmje m 3a Koje Baxu

fim)<k<m (1.1)

Te no3unyje ce M3padyHaBajy BeoMa jeJHOCTAaBHO KPEHYBIIH O] IOJIa3He NMo3ulje &, CIMIHO
Kao y MpeTX0HOj (yHKIHMjH, C THM IITO Ce yMECTO Jia ce o1 opoja k oxy3uma Bpeatoct b(k),
Opoj k yehasa 3a BpeHocT uspasa b(k). Obenexumo ca g(k) dpoj k+b(k), koju ce noduja
o1 0poja k Tako 1mTo ce k cadepe ca dpojeM KOju UMa camo jeiHy jeANHHILY Y CBOM OMHAPHOM
3aMucy W TO Ha TIO3WIIMjU Ha KOjOj ce HaJla3M MocyeIha jeAMHUIA Y OMHAPHOM 3amucy Opoja
k. V ummiemenrauuju ce dpoj g(k) mako mosxke u3padyHartu no opmyim k + (k & -k).

| Mpumep 1.4.14
3a dpoj k = (101100), eaxcu g(k) = (101100)5 + (100), = (110000)s,.

Jlokazahemo fia je MOTpedHO U JOBOJBHO aKypUpPATH BpeaHOCTH Ha nosuimjama k, g(k),
g(g(k)) utn., cBe nOK ce He gohe /10 Mo3MIMje Koja je cTporo Beha Off AyKUHE HU3a 7.

I Mpumep 1.4.15

Ako du ce y pettixogHom upumepy enemenill Ha dosuuuju 3 y iorasnom Huzy yeehao 3a epeg-
Hocit 4, duno 6u nowmipedro nosehaitiu 3a 4 epegrociiiu eaemenaitia PensuKosor gpeeilia Ha
dosuyujama 3, 4 u 8. Jo nuza osux dozuyija Sucmo motau ga gohemo Ha caegehu HauuH.

¢ Ipsa iiosuuuja je 6poj k = 3.
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* Hapegny iiozuyujy g(3) godujamo imiako witio bunaprom 3aiucy opoja 3 Koju usrocu
(0011),, gogajemo dpoj 1 (6poj b(3) Koju cagpacu wauro jegny jeguruuy Ha wo3u-
yuju focaegroe jequruye Yy OUHAPHOM 3aiiucy gaiiol opoja) u godujamo OUHAPHU 3aiuc
9(3) = (0100),, koju ogiosapa dpojy 4.

» Hapegny iio3uuujy g(g(3)) = g(4) ducmo goduau maxo witio ducmo epegrociii 4 ca-
opanu ca (0100),, (6pojem b(4) koju cagpocu iwauro jegny jeguruuy y céom Gunaprom
3aiucy u o Ha Hosuyuju ocregroe jegunuye), uume ducmo goduu g(4) = (1000),
(Ounapru 3aiiuc dpoja 8). Osge ce ipouegypa 3a6puiada HoOWLo CMO CIRUIAU go Hocaeq-
roel enemenitia y PeneuKxo8om gpeeiiy.

C 0d3upom Ha 1o 1a ce Opoj 1 dunapHo 3amcyje ca O(log 1) dutoBa U 1a ce y CBAKOM KOPaKy
Opoj Kpajmux HyJa y 3anucy Opoja mopehasa (Mako y cBakoM KOpaKy BPeIHOCT Opoja pacTte),
yKynas 0poj kopaka je jennak O(logn). Jlakie, 6poj enemenara PeHBUKOBOT JIPBETA UMje
je BpeaHoctr norpedHo u3menntu usHocu O(logn).

voild uvecaj(vector<int>& drvo, int n, int k, int x) {
while (k <= n) {
drvo[k] += x;
k += k & -k;
}
}

HOKa)KI/IMO KOPEKTHOCT OIMCAHOT MOCTYIIKA. erHI/IMO O] Hape€IHE JIEME.

3a ceaxo x usmehy 1 un, najmarou dpoj m koju 3agosomasa ycaos f(m) < x < m je
9(x).

Joxas. Tlokaxumo Hajipe na g(x) 3an0BosbaBa oBaj ycioB. Ounriento Baxu x < ¢(x).
[omuiro g() uMa cBe HyJle OJ] MO3UIIK]jE MOCIEIHE jEMHUIE Y OUHAPHOM 3a1ucy Opoja
(YKJpyuyjyhu 1 1Y), 1a 10 Kpaja, OprucameM HheroBe Mociehe jeIHHAIIE Tj. N3padyHaBamheM
spearocTd f(g(x)) ce curypHo 1oduja dpoj KOju je CTPOro MarbH O .

IMokaxumo cazia 1a je g(x) Hajmamu Opoj crporo Behu o1 & KOju 3a10B0JbaBa IaTH yCJIOB,
OJIHOCHO 712 Hujesiad Opoj m usmelly x u g(x) He Moxe 1a 3anoBosbM ycloB f(m) < x.
Haunwme, cBu 6pojesu u3 untepBaia (x, g()) ce nokianajy ca dpojeM x Ha CBUM MO3MIIMjaMa
IIpe KpajibuX HyJla, a Ha MO3ULIMjaMa KpajihuX HyJ1a Opoja & uMajy dap HeKy jeAUHULLY, YUjUM
ce OpucameM odHja Opoj Koju je Behu win jeqHak x. O



80 1 HanpepgHe CTpPyKType nogaraka

I Mpumep 1.4.16

V dpeiixogro pazmaitiparon dpumepy 3a k = (101100),, xao witio cmo eeh eugeau
eaxcu g(k) = (110000)y u jegunu bpojesu usmehy k u g(k) cy (101101),, (101110)4 u
(101111),. Bpucarwem iocaegroe jegunuye y dunapHom 3aiucy oéux dpojesa godujajy ce
pegom dpojesu (101100),, (101100), u (101110)5 u céu onu cy éehu uau jegnaxu og k.

JloKaxxuMo 1 Ipyry moMohHy Jemy.

3a ceaxo 1 < x < neaxncu f(g(x)) < f(z).

Joxa3. PyHKUMjOM g ce PBU HU3 Y3aCTOIHUX jeAMHMLIA Ha KOjU Ce HaWJIa3y 3[eCHa Y 3aIucy
Opoja x Mema Hylama, a HyJia UCTIPEe] IbUX MeHa y jeUHUILy, KOja ce 3aTUM IPUMEHOM
¢dbynkimje f Bpaha Ha Hyny. C apyre cTpaHe, ako je Taj HU3 jeIMHUIA dyKd o 1 mpruMeHOM
¢dynkumje f Ha Opoj x ocraje Heka o Tux jemuHuna, ma je f(g(x)) < f(x). Ako je Huz
HajlecHUjuX jequuuna ayxkune 1, noduja ce f(x) = f(g(x)).

Popmanto, saxn ma je f(g(x)) = glz)—b(g(z)) = a+b(z)—blg(x))u f(z) = z—b(x).
3arto je 10BosbHO goKazati na je x + b(x) —b(g(x)) < z—b(x) 1j. na je 2b(x) < b(g(x)).
Heka b(z) uma jemunuiy Ha nosuimju p. Bpoj 2b(x) uma jeauuuiyy Ha nosuumju p + 1
(OpojaHo 31ecHa). Bpoj g(x) curypHo uma cBe HyJie Of TIO3HIIHMje P 10 Kpaja, Ta ce Hherosa
nocJieiha jeAMHULA HAJIa3K WM Ha TO3ULIUjU P + 1 WK JIeBO Off e, Ha OCHOBY Yera JIako
cJleu Jia je oH Behu Wi jeqHak of1 2b(x), KOju MMa jeIMHuILy Ha MO3uLuju p + 1. O

Jloka:xxuMo cajia ¥ rIaBHO TBphewe.

Teopema 1.4.1

Hus3 epegnociuu k, g(k), g(g(k)), wing. roje cy marve unu jegnaxe og gyorcure Huza n
ogpehyje cee épegrociiu M wakee ga éaxcu k € ( f (m), m] j. imakee ga eaxcu jegHa-
xocti (1.1).

Jokas. Jemnakoct (1.1) He MOXe 1a Baxu 3a OpojeBe m < k, a CHTYpHO Baxu 3a Opoj
m =k, jep je f(k) < k xanma je k > 0 (a mu npernocraBbamo fa je 1 < k < n). Jlakie
NpBa MO3MIMja y IPBETY KOjy Tpeda axypuparu je nouryja k.

3a cBe dpojeBe m > k, CUI'YpHO Bakd JIECHA HEjEHAKOCT U jeJIMHO je MOTPEedHO YTBPAUTH
fia v Baku JieBa Tj. 1a i je f(m) < k. Ha ocHoBy npumene sieme 1.4.3 Ha Opoj k 3Hamo
na je g(k) Hajmaru 6poj m crporo Behu o k 3a koju Baxu f(m) < k.
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Tawe, Ha ocHOBy mnpumene Jieme 1.4.3 Ha dpoj g(k) 3Hamo ma je HajMamu Opoj Behu of
g(k) 3axoju Baxku f(m) < g(k) 6poj g(g(k)). On 3anoBosbasa ycnos (1.1). 3aucra, Baxu
k < g(k) < g(g(k)). Ha ocroBy seme 1.4.4 npumemsene Ha g(k) Baxu je f(g(g(k))) <
f(g(k)) < k. Bpoj g(g(k)) je n najmarsu dpoj koju Behu ox g(k) Koju 3a50BOIbaBA YCIIOB
(1.1). Ako du nHeku dpoj m uzmehy g(k) u g(g(k)) 3anoBossuo ycnos (1.1), Bakuio ou ja
je f(m) < k < g(k), mrro je y cynporsoctu ca tume 1a je g(g(k)) Hajmamu dpoj m Behu
on g(k) Takas ma je f(m) < g(k).

Jloka3s ce nasbe HacTaBjba M 3aBpIIIaBa 110 MOTITYHO MCTOM NPHMHIMITY (IITO ce Moxe (opmau-
30BaTy MHAYKLH]OM). O

[IperxomHa TeopeMa rapanTyje qa Cy jenuHe MO3UIFje Koje Tpeda axypuparu y IpBeTy MpH-
JIMKOM aXypUparba eleMeHTa Ha MO3UIMjU Kk y MOJa3HOM HHM3Y YIpaBo MO3MIIUje U3 cepuje
k, g(k), g(g(k)), uta., cBe IOK Cy OHE Marbe WM jelHAKE N, M CY MPETXOJHH TTOCTYIAK U
HErOBa UMITIEMEHTAIM]ja KOPEKTHU.

dopmupare PeHBMKOBOr ApBeTa

Ocraje joul muTame Kako MHULKjaIHO (popmupatit PeHBUKOBO IpB0. POpMUpaE ce MOXKe
CBECTU Ha TO JIa Ce Kperpa APBO MOMYyHEHO caMo HyJjlama, a Jia ce 3aTuM yBehaBa BpeaHOCT
JEOHOT MO jeIHOT eJleMEeHTa HU3a MPETXOAHOM (DYHKIIH]OM.

vector<int> formirajDrvo(int n, const vector<int>& a) {
vector<int> drvo(n+1);
fill_n(drvo + 1, n, 0);
for (int k = 1; k <= n; k++)
uvecaj(drvo, n, k, a[k]);
return drvo;

I Mpumep 1.4.17

Pazmorsipumo ipodaem chopmuparea Pengurosor gpeeitia 3a nu3z epegrociiu 3, 1,9, 4,6, 6,2, 7.
Kpenysuwiu og nuza koju cagpaicu camo nyne, yeehasamo jegar io jegarn enemenisi Hu3d, KaKo
Jje ipukazaro Ha cauyu 1.21.

OBa UMIUIEMEHTalja 1. yTa No3uBa (yHKIHM)y uvecaj Koja je crnoxenoctu O(logn), te
je ykymHa cinokeHoct osor ainroputma O(nlogn). Mehyrum, nokasyje ce Ja MOKeEMO U
0osee o oBor. Haume, cBaku eslemMeHT PEHBUKOBOT JpBETa Cap:KU 30Mp eJIeMEeHaTa HEKOT
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2 3 4 5 6 7 8

|3|1|9|4|6|6|2|7|

|0|0|0|0|0|0|0|0|

2 3 4 5 6 7 8

|3|1|9|4|6|6|2|7|

|3|3|0|3|0|0|0|3|

|3|1|9|4|6|6|2|7|

|3|4|0|4|0|0|0|4|

|3|1|9|4|6|6|2|7|

|3|4|9|13|0|0|0|13|

2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 6 7 8

|3|4|9|17|0|0|0|17|

2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 6 7 8

|3|1|9|4|6|6|2|7|

|3|4|9|17|6|6|0|23|

|3|1|9|4|6|6|2|7|

|3|4|9|17|6|12|0|29|

2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 6 7 8

|3|1|9|4|6|6|2|7|
2 3 4 5 6 7 8
e [T+ TeTeT2]7]

|3|4|9|17|6|12|2|31|
2 3 4 5 6 7 8
|3|4|9|17|6|12|2|38|

|
|
|
|
| |3|1|9|4|6|6|2|7|
|
|
|
|

Cnuka 1.21: ®opmupame PeHBukoBor apeeta. OpUTHHAIHY HU3 je TPE/ICTaB/beH JIEBO, a
deHBUKOBO APBO AECHO.

CErMEHTa MOJIA3HOT K34, 1A 32 U3pavyHaBare enemMeHata eHBUKOBOT JIPBETa MOKEMO HC-
KOpUCTUTH 30upoBe npedukca. Haume, enemMeHT Ha no3uimju k y GeHBUKOBOM JPBETY J10-
dujamo kao pasnuky 30upa npedukca (0, k| u 30upa npeduxca (0, f(k)], ako je f(k) > 0,
ok ako je f(k) = 0 exement Ha nosuumju k duhie jennak dawm 36upy npedukca (0, k.

vector<int> formirajDrvoPrefiksneSume(int n, const vector<int>& a) {
vector<int> drvo(n+1);
vector<int> sume_prefiksa(n+1,0);
sume_prefiksa[1] = a[1];
for (int k = 2; k <= n; k++)
sume_prefiksa[k] = sume_prefiksa[k-1] + a[k];

fill_n(drvo + 1, n, 0);

for (int k = 1; k <= n; k++) {

int f k =k - (k & -k);

drvo[k] = sume_prefiksa[k] - (f_k > 0 ? sume_prefiksa[f_k] : 0);

}
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return drvo;

UzpavyHaBare 30MpoBa CBUX MpeduKca MoJa3HOr HU3a je BpeMeHcke crnoxkeHoctd O(n),
aJlv ce HAKOH Tora eneMenTH PeHBUKOBOT ApBeTa pauyHajy y Bpemeny O(1), Te je ykynHa
BpPeMeHcKa clioxeHocT oBor npucryrma O(n). OBa UMIUIEMEHTAalMja NaK 3axTeBa JOJATHH
MeMopujcku rpocTop BenmurHe O(n) 3a cMenrTabe npeUKCHIX 30MpoBa.

[pumeTrMO J1a Cy 3a U3pavyHaBame k-Tor egemMeHTa PEeHBHKOBOT JpBETa MOTPEOHU CaMO
eJleMeHTH Hu3a NpepMKCHUX 30MpoBa Ha mo3uiijama j < k. OBo omaxare oMmoryhaea na
KOPHUCTHIMO CaMO jeJJaH HU3 KOju heMo WHUIMjaIn30BaTh Ha HU3 Mpe(UKCHUX 30MpOBa, a
3aTHM IIOYEB Of MOC/IEIbEr eleMeHTa Hi3a uayhu Ka pBOM elIeMEHTY MEHaTH €JIEMEHT 110
€JIEMEHT ca MpeUKCHOT 301pa Ha ejeMeHT PeHBUKOBOT ApBeTa.

vector<int> formirajDrvoPrefiksneSumeOpt(int n, const vector<int>& a) {
vector<int> drvo(n+1);
fill_n(drvo+1, n, 0);

drvo[1] = a[1];
for (int k = 2; k <= n; k++)
drvo[k] = drvo[k-1] + a[k];

for (int k = n; k >= 1; k--){

int f k = k - (k & -k);

if (f_k > 0) drvo[k] -= drvo[f_k];
}

return drvo;

OBa MMIUIEMEHTaLHja aropuT™a 3a opmuparme GEHBUKOBOT APBETA je BPEMEHCKE CIIOKe-
noctu O(n), a gogatHe npocropue cnoxerocta O(1).

r 1

3apgarak: MakcumasiHM NoACermMeHT
Hat je Hu3 nenux opojeBa. Harmmcatu mporpam koju omoryhasa u3BpinaBame cienehe aBe
BpCTE YIUTA:

o V3pavyHaBarme MaKCHUMATHOT 30Mpa HEKOT TIOJICETMEHTA JIATOT cerMeHTa ojpehenor
nosunmjama [a, b] (moacermeHt je wim npasan Wi je oapehen nosuimjama [a’, b’]
takeum 1a je a < a’ < b < b).

* [IpomeHa BpeqHOCTH eJIeMeHTa Hu3a Ha HEKO] JaTo] MMO3UITH]H.
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Onuc yaaza

Ca craHmap/Hor y/asa ce yunrasa speasoct 1 (1 < n < 10°), a 3atum n nemx opojeBa
u3 unreppaita [—100, 100], koju npencrapibajy MoveTHe BpeAHOCTH HU3a. HakoH Tora ce
yuutasa npupozan opoj ¢ (1 < g < 10°) koju npeacTapmba 5poj ynura Koje je moTpedHo
oOpanuTtu. HakoH Tora ce yuntasa q ynurta. YIuTH MOry OUTH cieneher odmka:

* s a b—moTpedHO je oapeauTy MAaKCUMAIIHY BPEIHOCT 30Mpa HEKOT MOJICETMEHTa Cer-
MeHTa ofpeheror nosuimjama [a, b],3a0 < a < b < n.

* p k v—IOTPEdHO je eJleMEeHTy HU3a Ha MO3ULIUjH K JoaenTH BpeqHoct v, 3a 0 < k <
n 1 1eo 0poj v uamehy -100 u 100.

Omnuc usiasa

3a cBaKkM YIHUT TUIA s HA CTAHAAPAHU M3JIa3 UCIMCATH MAKCUMaJIHYy BPEIHOCT 30KMpa JaTor
MOZICETMEHTA.

IIpumep

Vaaz Hznaz
9 6
-21-34-121-54 4

5 8

s 08 8
s14

p41

s 08

s 26

Pewene

KapaHoB anroputam

Pemewse rpydom cuiiom roapasymeBa Jia 3a CBAKM CETMEHT U3 MOYETKA PauyHaMO BPEAHOCT
MaKCHMAJTHOT 301pa HEKOT HErOoBOr MojcerMeHTa. Yak u Kajga ce 3a TO KOPUCTH HEKH edu-
KacaH airoputaM (Ha npuMep KagaHoB), oBO pellierwe je Beoma Hee(hUKacHO. AKypUpambe
BPEHOCTH HK3a Bpiu ce y BpemeHy O(1), anm ce MakCMMAIHH MOJCerMeHT oapelyje y Bpe-
meny O(n), na je cinoxenoct Hajroper ciydaja O(qn).

CermeHTHO ApBO

Edukacno periewe ce Moxe 100UTH MOMONY CETMEHTHOT JIpBeTa. AKO ce HEKU CEerMeHT Io-
JIeJId Ha JIBa Marba MOJICETMEHTA, HerOB MAKCUMAJTHU MOJICETMEHT MOXe OUTH 11e0 caapKaH
y JIEBOM MOJCErMEHTY, LIeO Caip:KaH y AECHOM MOACEIMEHTY WM Ce CacTojaTy O] MaKCUMa-
HOT cy(prKca JIEBOT U MAaKCHUMAaJTHOT TIpehrKca IECHOT MOICETMeHTa. MaKCUMaTHU peuKCe
LIEJIOT CEIrMEHTA j€ WM MaKCUMAJIHU NPeUKC BEroBOr JeBOI MOACEIMEHTA WX CaPKH LIEO
JIEBH TIOZICETMEHT ¥ MaKCUMAITHU TIpeduKC AecHOr nojacermMenTa. CINYHO, MAKCUMAJTHU CY-
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(pukc mesor cerMeHTa je WM MaKCUMaTHU Cy(DHKC HeTOBOT IECHOT MOICETMEHTA WU CaAPIKH
LIEO JIECHU TIOJICEIMEHT U MAaKCUMAJIHU Cy(UKC JIeBOI IIOJCEIMEHTa. 3aTO CETMEHTHO JPBO
OpraHu3yjeMo Tako Aa CBAKU YBOP CaJpKU HapenHa 4 mojarka:

* 30Mp CBHX eJleMeHara cerMeHTa KOjU O/IroBapa TOM YBOpY;

* MaKCHMAJIHU 30Mp HEKOT MOJCErMEeHTa CErMeHTa KOj! OJIroBapa ToM YBOpY;
* MakCHMaJHM 30up MpedrKca cCerMeHTa KOju oAroBapa TOM YBOpY;

* MaKCUMAJIHU 30Hp cy(uKca cerMeHTa KOju OJIroBapa TOM YBOPY.

®opmuparbe cerMeHTHOr jpBera je cnoxkeroctd O(n). OnpehuBarbe MaKCHUMATIHOT 30Mpa
TOJICErMEHTA 3 [JaTH CErMEHT 3aXTeBa je/laH MpoJia3 Kpo3 JApBo u ciokeHoctd je O(logn).
Takohe, u axxypupame eleMeHTa 3axTeBa jelaH IpoJia3 Kpo3 ApBO (003110 HABMIIE) U CJIO-
xenoctu je O(logn). Hdakie, cnoxeroct osor npucryna je O(n + qlogn).

typedef struct {
int zbir;
int maksSegment;
int maksPrefiks;
int maksSufiks;
} Cvor;

Cvor nula = {};

Cvor kombinuj(const Cvor& 1, const Cvor& d) {
Cvor c;
c.zbir = l.zbir + d.zbir;
c.maksSegment = max({l.maksSegment, d.maksSegment,

1.maksSufiks + d.maksPrefiks});

c.maksPrefiks = max({l.maksPrefiks, 1l.zbir + d.maksPrefiks});
c.maksSufiks = max({d.maksSufiks, d.zbir + 1l.maksSufiks});
return c;

Cvor list(int v) {
Cvor c;
c.zbir = v;
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c.maksSegment = max(v, 0);
c.maksPrefiks = max(v, 0);
c.maksSufiks = max(v, 0);
return c;
}

// formira segmentno drvo na osnovu datog niza
vector<Cvor> formirajDrvo(const vector<int>& a) {
int n = stepenDvojke(a.size());
vector<Cvor> drvo(2*n, nula);
for (int k = 0; k < a.size(); k++)
drvo[n + k] = list(a[k]);

for (int k = n-1; k > 0; k--)
drvo[k] = kombinuj(drvo[2*k], drvo[2*k+1]);
return drvo;

// rekurzivna funkcija koja odredjuje doprinos cvora k u segmentnom
// drvetu (koji pokriva segment [x, y] u originalnom nizu) maksimalnom
// zbiru podsegmenta segmenta [a, b]
Cvor maksPodsegment(const vector<Cvor>& drvo,
int k, int x, int y, int a, int b) {
// segmenti [x, y] i1 [a, b] su disjunktni pa ne doprinosi nista
if (b<x|[]a>y)
return nula;
// segment [x, y] je ceo sadrzan unutar [a, b] pa se ceo uracunava
if (a <= x && y <= b)
return drvo[k];
// segmenti [x, y] 1 [a, b] se preklapaju, pa se segment [x, y] deli
// na dve polovine
ints=(x+y)/ 2;
return kombinuj(maksPodsegment(drvo, 2*k, x, s, a, b),
maksPodsegment(drvo, 2*k+1, s+1, y, a, b));

// na osnovu segmentnog drveta odre]uje se maksimalni z
int maksPodsegment(const vector<Cvor>& drvo, int a, int b) {
// pozivamo pomocnu rekurzivnu funkciju krenuvsi od korena drveta
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int n = drvo.size() / 2;
Cvor c = maksPodsegment(drvo, 1, 0, n-1, a, b);
return c.maksSegment;

vold azurirajDrvo(vector<Cvor>& drvo, int k, int v) {
int n = drvo.size() / 2;

drvo[n+k] = list(v);

int r = (n+k) / 2;

while (r > 0) {
drvo[r] = kombinuj(drvo[2*r], drvo[2*r+1]);
r=r/ 2;

3apgartak: bpoj nHBep3uja

Hanumm nporpam koju oapehyje KoaMko y Hu3y uma uaBepsuja (mosunmja 0 < ¢ < 5 < n,
TaKBUX Ja je a; > aj).

Omnuc yiaa3a

Ca cranpapaHor yiasa ce ynocu 6poj n (1 < n < 10%) u 3atum n nenmx Spojesa, cBaku y
MOCEOHOM pefy.

Onuc usjiaasa

Ha cranmapaau n3nas ucnucaty camo TpakeHu Opoj UHBEp3Hja.

IIpumep

Vaaz Uznasz
5 3
31425
Peweke

Jenan HauMH 12 ce 3aaTak e(pUKACHO eIy je a OipKaBaMoO CTPYKTYPY MojaTaka y Kojy
ce epuKacHO MOXe YMETHYTH HOBU €JIEMEHT U K0jOj ce epUKacHO MOXke JOOUTH OJIrOBOP Ha
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MUTakbEeM KOJIMKO je eleMeHaTa y CTPYKTYPH CTPOTrO Mame Of JaTe BpeJHOCTH. AKO MMaMo
OBAaKBY CTPYKTYpy IOJaTaka Ha pacrojiaramy, NHBEP3Uje MOKEMO MpedpojaTtu Ha cienehn
HauuH. Hu3 y kome OpojumMo nHBEp3Mje 00UIa3UMO ca AECHOT Kpaja, fogajyhu y CTpykTypy
jenaH Io jeJlaH eJIEMEHT, HaKOH 1ITOo ra odpanumo. To 3Hauu Ja he y TpeHyTKy odpaje Ouito
KOT eJIEMEHTa CTPYKTYpa cagpXKaTu TAYHO OHE eJIEMEHTE KOjU Cy Y OPUTMHAIHOM HU3Y AECHO
O]l Bera. 3a CBaKkM eJIEMEHT ITPOBEPABAaMO KOJIMKO je eJleMeHaTa y CTPyKTYpH Mambe O] Iera,
yBehaBamo Opojau MHBEp3HUja 3a Taj Opoj M HAKOH Tora ymeheMo ejleMeHT y JpBO.

Jemna TakBa cTpykTypa je PEeHBUKOBO JAPBO HAJ HA30M KOjU HA MO3UIUjU T 4yBa OpOj Imo-
jaBJbUBaa BPeTHOCTH T Y CTPYKTypu. Bpojame enemMeHara MamuX O]l T ce OHJA CBOJIU Ha
u3padyHaBame npeuKCHe cyme 10 T — 1, a JoJjaBame eJleMeHTa & ce CBOAM Ha yBehaBame
BpeJHOCTH Ha No3ulMju x 3a 1 (1 axypupame oaropapajyhux 30uposa y apsery). Hamome-
HUMO JIa CE y OIKMCAHOM aJTOPUTMY HU3 OOWJIA3U 3[ieCHa HaJleBO, jep HaM PEeHBUKOBO JIPBO
jeAHOCTaBHUje Jaje OATOBOp Ha TO KOJIMKO je eJleMeHaTa Mame Off 1aTe BPeJHOCTH, HETO KO-
JIMKO je enieMeHaTa Behe oj qate BpeqHOCTH.

Iomro BenmmurHa PEeHBUKOBOT JIpBeTa (I1a 1 MEMOPH]CKa, ajli ¥ BpEMEHCKa CJIOKEHOCT OIle-
palija) 3aBHMCH Of] BpeIHOCTH HajBeher eeMeHTa y BheMy, a Hama 3a Opoj MHBEp3Uja HUCY
Ba)kKHE aTlCOJyTHE BPEIHOCTY eJleMeHaTa, Hero caMo HBIX0B MeljycoOHHM 0JHOC, TTpe IpUMeHe
ITOPUTMa MOKEMO CBaKU €JIEMEHT 3aMEHHTH Ca FheT'OBUM PAHTOM Y COPTHUPAHOM HU3Y (UCTU
eJIeMeHTH MOTyY Ja uMajy uctu panr). OBo je moryhe ypaawTtu, Ha MpUMep, TaKO IITO COp-
THpPaMO HU3, a 3aTUM OMHAPHOM IPETPAroM 3a CBaKU eJeMeHT MpoHaljeMo MpBy MO3UIIUjY
FbETOBOT T10jaBJ/bUBAha Y COPTHPAHOM HU3Y.

long long brojInverzija(vector<int>& a) {
int n = a.size();

vector<int> b = a;
sort(begin(b), end(b));
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
a[i] = distance(begin(b), lower_bound(begin(b), end(b), a[i])) + 1;

vector<int> drvo(n+1, 0);

long long broj = 0;
for (int 1 = n-1; 1 >= 0; 1--) {

broj += zbirPrefiksa(drvo, a[i]-1);
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dodaj(drvo, a[i], 1);
}

return broj;

3apgarak: K-t napHu 6poj

Hanucatun nporpam koju omoryhasa ia ce y HU3y IPUPOJHHUX OpojeBa KOjU je Ha TOYETKY
UCIYEEH HyJlaMa, aJIi YMjU ce €JIEMEHTH YeCTO MeHa]jy TOKOM M3BpIliaBama nporpama egu-
KacCHO MpOoHaJIa3u Mo3MIrja k-Tor mapHoOr Opoja Mo pey.

Onuc yaaza

Ca cranpapaHor ynasa ce yuutapa gyxuHa Huza 1 (1 < n < 50000), a 3atum u Opoj ynura
m (1 < m < 50000). UzBpmaBameM yruta 00nuka v p  ce y Hu3 Hanosuijy 1 < p < n
ynucyje dpoj , I0K ce yIUTOM ¢ k Ha CTaHAApAHH U3J1a3 UCIIHCY je TO3UIIrja Kk-TOT MapHOT
Opoja y Tekyhem caapxkajy Hu3a (mosuuuje ce opoje o 1).

Onuc u3aasa

Ha crangapaHoM m3nasy npHvKasaTd pe3yJTaTe U3BpIIaBamba YIUTa c. AKO Y HEKOM ciydajy
y HU3Y M2 Makhe MapHuX OpojeBa o BpeHOCTH k, Ta/la yMECTO MO3HUIIMje UCTIUCATH -.

IIpumep

Yaaz Hznaz  Odjawrverve

5 5 * Hwus Ha mouetky cagpxu 5 Hyna

8 4 * HaxkoH n3BpIIaBame ynura u 3 1 HA3 CapXKu eJeMeHTe 0 0 1 0 0.
u3il 4 * VoutoMm c 4 ce u3pauyHaBa NO3MLMja YETBPTOI MapHOr Opoja y
c4 - HU3Y U TO je 5.

ul? * Haxkon m3BpmiaBama ynuta u 1 7, Tla 3aTUM M u 2 5 cajipikaj HU3a
u?2 je7 510 0.

c1 * Yromrom c 1 ce u3pauyHaBa MO3HUITHja MPBOT MAPHOT dpoja y HU3Y
uil? uTo je 4.

c?2 * Hakon m3BpimaBama ynura u 1 2 capkaj Hu3a je2 5 1 0 0.

c4 * YromroMm c 2 ce u3padyyHaBa Mo3uIMja APYror MapHor Opoja y Hu3y

u 1O je 4.
* VIOUTOM c 4 ce W3pauyyHaBa MO3WIIMja YETBPTOr MapHOr Opoja y
Huzy. OH He nocToju (Hu3 caapxku 3 mapHa opoja: 2, 0 u 0).
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Pewere

JIMpeKTHO pellierhe ToApasyMeBa Ja Ce eJeMeHTH YINCY]y Y HU3 U [ia ce MO3WIja k-Tor
napHor ozpelyje NpUMEHOM JIMHeapHe IpeTpare. AKO IMaMo 111 Ollepalyja axXypupama 1
Mo OIepalyja IpeTpare CJIOKEHOCT TaKBOI pelleha je O(ml + mg - n) IITO MOXe OUTU
MPWINYHO Hee(pUKaCHO.

Moxemo (opMupaTi HA3 HyJa M jeAWHHIA TaKap J1a Ce€ jeAWHHIIEe Hajlaze Ha MECTy map-
HUX eJieMeHaTa y Mosia3HoM Hu3y. Taja je mo3uiiija k-Tor mo peay mapHor dpoja HajMarba
MO3MIIMja TaKBa Jia je 30Mp CBUX jeJMHMIA 3aKJbYYHO Ca TOM TMO3UIMjOM jeaHak k. Ako
HU3 HyJa U jeJuHHULA oapkaBaMo y PEeHBUKOBOM WJIM CErMEHTHOM JPBETY, BPJO eduKa-
CHO MOKEMO J1a U3payyHaBaMo 30MpOBE CBAKOr (pUKCHpaHOr npedukca. 3axBasbyjyhu um-
HBEHULIM [1a cy 30MpoBHU Npedurkca MOHOTOHO Heonajajyhu (kaga ce mpedukcH npomgyxa-
Bajy), TpaXkeHy MO3UIIM]jy MOKeMO e(prKacHO OPeANTH aIrOpUTMOM OMHapHe IpeTpare. AKO
UMaMo 1M, Ollepaluja aXypupamwa U 1M, OIepaluja nperpare yKylHa cJIoeHocT he duru
O(my logn 4 mylog® n), 1j. O(mlog® n).

int prefiksK(const vector<int>& drvo, int k) {

int 1 = 1, d = drvo.size() - 1;
while (1 <=d) {
ints=1+(d -1 / 2;
if (zbirPrefiksa(drvo, s) < k)
1l=s+1;
else
d=s - 1;

return 1;

int main() {
int n;

cin >> n;

vector<int> drvo(n + 1, 0);
for (int k = 1; k <= n; k++)
dodaj(drvo, k, 1);
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vector<int> niz(n + 1, 0);

// broj upita
int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
char c;
cin >> c;
if (c == 'u') {
// upit upisa elementa u niz
int p, x;
cin >> p >> x;
if (x % 2 == 0 & niz[p] % 2 != 0)
// upisan je novi paran element na poziciju p
dodaj(drvo, p, 1);
else if (x % 2 !'= 0 && niz[p] % 2 == 0)
// upisan je novi neparan element na poziciju p
dodaj(drvo, p, -1);
niz[p] = x;
} else if (c == 'c") {
// upit odredjivanja k-tog parnog elementa
int k;
cin >> k;
// trazimo najkraci prefiks ciji je zbir jednak k
int p = prefiksK(drvo, k);
// proveravamo da li takav prefiks zaista postoji
if (p <= n)
cout << p << "\n";
else
cout << "-" << "\n";

}

return 0;

r 1

3aparak: bBpoj pasnuunTnx enemeHara y cermeHTMMa

Hanwmim nporpam koju oapehyje Opoj pa3iuuuTuX eleMeHaTa y CBaKoOM O[] 17 TaTHX cerMe-
HaTa HU3a O[ 71 eJIeMeHarTa.
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Onuc yaaza

Ca cranpapaHor ynasa ce yuurasa opoj n (1 < n < 50000), a 3atum n 1eamux dpojeBa
ay, ..., a,, aaje cy speqnoctu usmehy 1 u 100000. Hakon Tora ce yuurasa dpoj m (1 <
m < 50000) a 3aTM y HapeAHHUX 71 PeloBa JieBa M JIeCHa rPaHMIA 3aTBOPEHOI CerMeHTa
[l;,d;], pasnBojene ca o jenrnm pasmakom (1 < I, < d; < n).

Omnuc usiasa

Ha cranpapanm usnas vcnucatu m OpojeBa o/ KOjUX CBaKH MPE/CTaBba OpOj pasiIMuUTUX
eJleMeHaTa y CerMeHTY @ , ..., Gy -
1

2

IIpumep

Yaaz Hznaz
5 3
11213 2

3 3

15

2

35

Pewere

Pememe rpydoM cuioM mogpasymeBa fia 3a CBaKM CErMEHT M30p0jUMO pa3IunTe eIeMeHTe
(Ha mpuMep, KopulheweM CTPYKType MojaTaka CKy), IITO je MPUIMYHO HeepUKaCHO.

OcHoBHa Hjieja epuKaCHOT pelierba 3a/1aTKa je 1a je Opoj pa3InIuTUX eleMeHaTa Hu3a jel-
HaK Opojy MocJeIkUX N0jaB/bUBaKa TUX eleMeHaTa. MoXeMo KperpaTy OMHapHU HU3 KOjU
cajipXkM jeJUHUIIE Ha MECTHMa Ha KOjUMa ce eJIeMEHT jaBJba MOCJEeIHH MyT U HyJle Ha Me-
CTUMa Ha KOjUMa Ce Hajla3e eJIEMEHTH KOjU Ce Yy TOM CerMEHTY jaBjbajy U KacHHje U Opoj
Pa3IMUKTHX eleMeHarta TOr Hu3a JOOUTH cabupameM Tor OMHAPHOT HU3A.

I Mpumep 1.4.18

Ha iipumep, axo je gaitio 10 eaemenaitia nuza 3,4,1,3,2,5,4,7, 2, 2, dwiaga modicemo naipa-
suitiu ounapru nuz 0,0,1,0,0,1,1, 1,0, 1. 36up rweiosux eremenaitia je 5, witio 3nauu ga y
OPUTUHAAHOM HU3Y HOCTHOJU D PA3AUMUTIUX eNeMeHaIld.

HlopiaTHo, 3a CBaKM CErMEHT TO3MLMja 0dJKKa [[, 1), Tj. 3a cBakH Cy(pUKC HU3a, OPOj pasiu-
YUTHUX eJIeMEeHaTa Y TOM Cy(pHUKCY MOXEMO JOOUTH M3pavuyHaBambeM Opoja jeHHUIIA y OJro-
Bapajyhem cygukcy OMHapHOr HM3a. 3aucTa, 3a CBaKy I'pyIly jelHAKUX eJeMeHaTa MOCTOjU
camo jelHa jeJITHUIIA W CBAKU €JIEMEHT Ce OpOju caMo jeTHOM. 3a CBaKU €JIEMEHT KOjH TpH-
nazna cyukcy ogpeheHom nosumjama [1, n) nocroju dap jeqHa jeAMHMIA Y TOM CEIMEHTY
KOja My oAroBapa (ako je TpeHyTHO I10 jaBJbHBae eJIEMEeHTA MOCTIe ibe, OHA je jeIMHUIIA Ha
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HErOBOM MECTY, a aKO HHje, OHJ]a CUTYPHO ITOCTOjH jeIMHUIIA HEeT/le 13a Ibera Koja My OJIro-
Bapa). [IpumeTnMo 1a TO He MOpa J]a BaXKU 32 CETMEHTE KO jU Ce He 3aBPINaBajy Ha MOCe b0
MO3ULIUjU Y HU3Y.

| Mpumep 1.4.19

30up iiocnegroa THpY enemenitia Yy OUHAPHOM HU3Y U3 UPElixogHOT Upumepa je 2, Wiio 3Hauu
ga y oputuHaaHom Huzy doctioje 2 pazauuuita enemenita (o cy 7 u 2).

BuHapHM HU3 MOXEMO KperpaTi HHKPEMEHTAIHO TOKOM ITpoJiacka MOJIa3HOT HU3a cJieBa Ha-
necHo. Hawmme, 3a cBakv HOBM €J€MEHT MOJIA3HOT HH3a Ha Kpaj HU3a JI0JAjeMO jeTUHHUILY
(OBO HEroBO MOjaB/BUBAKE j€ CUTYPHO Mocieqmke). JJogaTHo, mpoBepaBaMo a Jiu ce Taj efe-
MEHT paHHje T0jaB/bHBA0 W aKO jecTe MPOHAIA3MMO TO3UIIH]Y HETOBOT PaHHUjer MOCIEAEer
T0jaBJbUBaa U MEHaMO je y HyJty. [lo3uliuje nocne mpux 1o japbuBamba ejieMeHaTa MOXeMO
YyBaTH y 3aCEOHOj Mary.

OBo HaM yKa3yje Ha TO J1a Ou JOOpO OWJIO yHEeTe CerMEeHTe COPTUPATH Ha OCHOBY JAECHHUX
KpajeBa 1 odpahuBaTu ux y Tom penociieay. Hus Hysa v jeauHuiia Mmoxemo yyBatu y PeHBu-
KOBOM WJIM CETMEHTHOM JIPBETY, IITO HaM oMoryhasa fa eprukacHO axxyprpamo 1o jeJUHAYHE
BpeIHOCTH M ojpeljyjemMo 30upoBe meroBux cydukca.

| Mpumep 1.4.20

Tpukadicumo Kako ce uzepuiasa upumep u3 Hociiaexke 3agaitika. Yiuitie oopahyjemo y copitiu-
PAHOM pegocaeqy Ha OCHO8Y gecHOT Kpaja.

e Ilpso ce obpahyje yiuii [2, 4). To 3nauu ga ce Kpeupa SuHAPHU HU3 3AKBYUHO CA HO3U-
yujom 4 uz opuTUHAAHOT HU3A.

- Hogajemo enemenini 1 (ca dozuyuje 1) u bunapnu nus je [1].

- Jogajemo enemeniui 1 (ca iosuyuje 2) u bunapnu nus iocimaje [0, 1].

- Hogajemo enemeniui 2 (ca iozuyuje 3) u bunapnu nus iocimaje [0, 1, 1].

- Jogajemo enemeniti 1 (ca iozuyuje 4) u bunapru nus iocimaje [0, 0, 1, 1].

Yiauiu ce uzspuiasa cadbupajyhu enemeniiie ca osuyuja [2, 4] Y OUHAPHOM HU3Y, YUMe
ce goduja peyamaiu 2.

* Caga ce obpahyje yituii [1,5]. Oeo 3axiiesa ga ce y dunapnu nu3 goga u enemeniti ca
iozuyuje 5 u3 OpuiUHAAHOT HU3A.

- Jogajemo enemeniti 3 (ca iozuyuje 4) u bunaphu nus iocimaje 0,0, 1,1, 1].

Yiauiu ce uspwasa cadupajyhu enemenitie ca ozuyuja [1, 5] Y OUHAPHOM HU3Y, YUMeE ce
goduja peyrinaii 3.
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* Ha xpajy ce odpahyje yiui [3, 5]. Bunaphu nus je éeh iipowupen go iosuyuje 5.

Yauiu ce uspwasa cadupajyhu enemenitie ca ozuyuja [3, 5] Y OUHAapHOM HU3Y, uuMe ce
goduja peaynitiaii 3.

Ha kpajy uciiucyjemo pesyaisiaitie yiuiia y pegocaegy y Kom cy yHewiu (a He y pegocaeqgy y
KoM cy odpabhenu).

ITpumeTHMO J1a CMO O/ITOBaparbe HA YIUTE OJJIOKUIIN 32 Kpaj Mmporpama, ImTo HaM je OMOTY-
hwio ma cBe ynmute yuyutamo u 3aTuM coptupamo. OBa TEXHHMKA ce HeKajJa Ha3uBa oghidjH
obpaga yiuina (enrn. offline queries) 1 nako ce MOHEKaaa MOXe yITOTPeOUTH 3a e(hUKacHO
peliierbe 3a/1aTKa, y peaTHUM CUTyaljaMa OHa HHje YBeK MpUMerbiBa (y HeKMM MprMeHama
C€ OJIFTOBOP Ha CBAKM YIUT TPaXu OIMAaX UMM C€ YIUT MOCTaBM).

// ucitavamo elemente u niz a (od pozicije 1)
// ...
// ucitavamo broj upita i upite
struct Upit {
int 1, d, 1;
1

int m;

cin >> m;

vector<Upit> upiti(m);

for (int 1 = 0; 1 < m; 1+4+) {
cin >> upiti[i].l >> upiti[i].d;
upiti[i].i1 = 1;

// sortiramo upite po desnom kraju
sort(begin(upiti), end(upiti),
[J(const auto& ul, const auto& u2) {
return ul.d < u2.d;

i9H

// prethodna pozicija na kojoj se javlja data vrednost iz niza
unordered_map<int, int> prethodna_pozicija;

// Fenvikovo drvo

vector<int> drvo(n + 1, 0);

// za svaki upit se cuva rezultat upita
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vector<int> rezultat(m);
int tekuci_upit = 0;
for (int 1 = 1; tekuci_upit < upiti.size() && 1 <= n; i1++) {
auto it = prethodna_pozicija.find(a[1]);
if (it !'= prethodna_pozicija.end()) {
dodaj(drvo, it->second, -1);
it->second = 1i;
} else {
prethodna_pozicija[a[i]] = 1;
}
dodaj(drvo, 1, 1);
while (tekuci_upit < upiti.size() && upiti[tekuci_upit].d == 1) {
rezultat[upiti[tekuci_upit].i] =
zbirSegmenta(drvo, upiti[tekuci_upit].l, i);

tekuci_upit++;

1.4.3 AxypupaH-e cermeHaTa

U cermentHa 1 ®eHBUKOBA JpBETa MOAPXKaBajy e(pUKacHO M3padyHaBamwe 30MpoBa oxapehe-
HHUX cerMeHara Hu3a (€HIJI. range query), fla caMuM TUM U oJpehuBambe 10 jeJMHAYHUX Bpea-
HOCTH HU3a (€HIUI. point query), Kao 1 axypupare '’ 1ojeuHaunux eneMeHaTa Hu3a (€HIVL. Po-
int update), 10K a)Xypupame IeJIMX cerMeHaTa Hu3a OfijeJHOM (eHIJ1. range update) HUje AU-
peKTHoO noapxaHo. HarmMe, ako ce 0HO cBefie Ha TI0jeJMHAYHO aXKypHparmbe CBUX elleMeHaTa
YHyTap CerMeHTa, Joduja ce JIoIIa CJI0XKEHOCT (Y HajropeM Ciiydajy BpIIU ce N aKypUpamba
Koja umajy nojemunauny cnoxesoct O(logn), na je ykynsa cioxenocr O(nlogn)). Ca
Jpyre CTpaHe, UyBame HHU3a pasiivka omoryhaBa eMKacHO axypupame LeJUX cerMeHara
(eHry1. range update), Ta caMuM THM | TI0 jeIMHAYHUX eJleMeHarta (eHII. point update), ainu He
U eprKkacHO oApehrBame NojeAMHAYHUX eJIeMeHaTa Hu3a (€HIUI. point query) HUTH 30UpoBa

cerMeHara (eHIJI. range query).

BIlon axypuparmeM ce nopayMeBa Wi NMOCTaB/barbe BPEHOCTH eleMeHTa Ha JaTy BPEeJHOCT WK yBehare
TPEHYTHE BPEJHOCTH eJIEMEHTA 3a JaTy BpeAHOCT. Y HacTaBKy hemo pasmaTpaTu camo ysehame TpeHyTHe Bpejl-
HOCTH.
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point query range query point update range update
Pasznuke gome / O(n)  nome/O(n)  modpo/O(1)  modpo/O(1)
CyCeHHUX
eJleMeHarta
IpedurcHn modpo/ O(1)  pmodpo/O(1)  nome / O(n) nome / O(n)
30UpoBHU
®eHBUKOBO APBO  J0OpO / nodpo / Jodpo / Jore /
O(logn) O(logn) O(logn) O(nlogn)
CermenrHo apBo  0dpo/ O(1)  modpo/ Jodpo / Jome /
O(logn) O(logn) O(nlogn)

V HacraBky heMo BUJIETH HEKOJIMKO HauMHa Jla ce HalpaBe CTPYKType Koje epukacHo noap-
’KaBajy CBE HaBelleHE orepalyje.

1.4.3.1 [ApBO Hag HU30M pasnuka

Mpo6nem

Aepunucaitiu citipyxitiypy ilogaitiaka koja odezbehyje epuxacto adxcypuparbe cetmeHama
gaiiol Huza ogpehenux Hozuyujama [a, b] (range update), da camum wWum u adxcypu-
parbe fojeguHauHux eaemenaiia Husa (point update) ygehasarbem ceux enemenailia 3a
gaiily 8pegHOCIl, KAo U ebuKacHo ogpehusarbe 8pegHOCIU H0jegUHAUHUX eneMeHAllia HU3d

(point query).

IIpumetnMo Ja ce He 3axTeBa MOryhHOCT epuKacHOr ofpehuBama CTaTUCTUKA CerMeHaTa
(range query).

OcHoOBHa HJieja pelliema je 1a ce OpKaBa HU3 pa3jivKa CyCeIHUX eIeMeHaTa MojIa3Hor HUu3a
W J1a ce Taj HU3 pa3inKa uyBa y PeHBUKOBOM JPBETY (WIIH, aHAJIOTHO, Y CETMEHTHOM JIPBETY).

* VBehaBame CBUX eJleMeHaTa cerMeHara MoJjla3HOI HU3a 3a HEKy BpeIHOCT U, CBOJIH ce
Ha IPOMEHY /IBa eJIeMEHTa HU3a Pa3JIMKa, IITO CE y3 OAPKaBabe APBETa MOXKE YPaJUTH
y Bpemeny O(logn).

* PekoHCcTpyKIMja eneMeHTa MoJIa3HOT HI3a Ha OCHOBY HU3a pa3jiMKa CBOAM Ce Ha U3pa-
yyHaBame 301pa oaropapajyher npecuxca, mro ce noMmohy ®eHBUKOBOT APBETa MOKE
ypauutu Beoma epukacto, y sBpemeny O(logn).

Ha oBaj HauuH, 1 a)xypupame LeMX cerMeHaTa Hu3a O/1jeJHOM U OYHMTABAKE 110 je JMHAYHUX
esleMeHara Moxemo nocruhu anropurmuma cioxerocru O(logn), mro Huje duno moryhe
camo y3 Kopuinheme Hu3a pa3ivka (yBehaBama CBUX ejleMeHaTa HEKOI CerMeHTa je Taja
ouno cnoxkenocru O(1), anm je ounTaBarme BpeAHOCTH M3 Hu3a Omio cnoxkeroctu O(n)).
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Hakne, ako PEeHBUKOBO WM CErMEHTHO JPBO M3IPaMMO HaJ HU30M pa3jiMKa YMECTO HaJ
OpPUIMHAJIHAM HU30M, I'yOMMO MOTYRHOCT e(DUKaCHOT M3payyHaBama CTATUCTUKA cerMeHaTa
(range query), anu 1od1jaMo MOryhHOCT axypHparma cerMeHara (range update).

point query range query point update range update
JpBO pasiuka Jodpo / Jome / Jodpo / Jodpo /
O(logn) O(nlogn) O(logn) O(logn)

1.4.3.2 JBa gpBeTa pasnuka
Ha xpajy, ormucahemo HEKOJIMKO CTPYKTypa MmojaTaka koje oMmoryhasajy epukacHO U3BpITIa-
Babe CBE YETUPH BPCTE YITUTA.

Mpo6nem

Aepunucaitiu citipyxitiypy iogaitiaka koja odezdehyje epuxacho axcypuparse cetmenama
gaiior Huza ogpehenux iosuuujama [a, b] (camum UM u axcypuparee HojeguHauHUX ene-
MeHailia Hu3a) yeehasarbem ceux enemenamia 3a gailly 8peguocil, Kao u egouxkacto ogpe-
husaree 30uposa ceimenaitia ogpehenux wosuuujama [a, b] (camum wum u ogpehusarve
8PegHOCIY 10 jegUHAUHUX eNeMEeHallia HU3A).

EdukacHo yBehame cBUX ejeMeHaTa y JaTOM CerMEHTy 3a WCTYy BPEIHOCT UM M3payyHa-
Bame 30MpoBa cerMeHara Moryhe je MMIUIEMEHTUpPATH OfipKaBameM jaBa PeHBHUKOBA WU
CerMeHTHa JIpBeTa.

IIpBo ox wux he dyBaTH pa3nvke OpUrHHAIHOT HU3a 1 oMoryhuhe Ham fa eprikacHo yBeha-
BaMO CErMEHTE U U3pavyyHaBaMo I10jeAMHAYHE €JIEMEHTE OPUTHHAIHOT HU3A.

AKO je OpUTMHAIIHA HU3 MHULV]/IM30BaH HyJ1aMa, HAKOH yBeharba CBHX eJlEMeHATa ca T03u-
1Mja M3 CErMeHTa [a, b] 3a BpeIHOCT ¥ JOOMjaMO HU3:

KOjI/I C€ MOXKE NPEACTaBUTH HAU30M pa3JjIvKa:

a b b+1
o .. 0» O ... 00 —v .. 0
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CadupameMm npedurkca HU3a pasuka MOXEMO JOOUTH OUJIO KOjU MOjeIMHAYHY €JIeMEHT IO-
YETHOT Hu3a (aKo je HU3 pas3ivka y PeHBUKOBOM WM CETMEHTHOM JPBETY, CJIOKEHOCT OBOT
nocryrnka je O(logn)).

Hum HaM je ma uspayyHamo npedukcHe 30MpoBe OPUTMHATHOT HU3a (Hbera He MOXEeMO 4y-
BaTH y PEHBUKOBOM WM CETMEHTHOM JIPBETY, 3aTO IIITO HAM je MIOTPEOHO aKypHUPAIbe Hhero-
BUX C€rMeEHaTa, a HE HOjeILI/IHa‘{HI/IX eneMeHaTa).

IpedukcHn 30MPOBK OPUTHMHAIIHOT HU3A CY:

a b
0 .. 0 v 20 ... (b—a)v (b—a+1w (b—a+1l)v .. (b—a+1)w

* IIpedukchu 306upoBu P;, Ha nosuijama k sieo ox nosuiwje a (1j. k < a) jeaHaku cy
HyJ1 (jep cy BpeqHOCTH A, OpUrMHAIHOT HU3a JIEBO O] Te MO3MIIMje je/THAKH HYJIH).

* IIpedukchu 30uposu P), Ha no3unujama k usmely a u b (1j. a < k < b) jennaku cy
(k—a+1)-v,rme jev = A, BpeIHOCT KOja Ce HAa3H Ha TIO3UIUjH k' Y OPUTHHATIHOM
HHBY.

* IIpedukchu 30uposu P, Ha nosuiwmjama k aecHo ox nosuumje b (1j. k£ > b) jeanaku
cy(b—a+1)-v

Haxie, Baxu:

k 0 k<a
Pk:ZAz': (k—(a—1)-v a<k<b
i=1 b—a+1)-v k>b

KipydHa ugeja je nja ynopeaumo oBe TpakeHe 30MpoBe ca BPeJHOCTUMA HU3a KOjU Ha CBAKO]
no3unuju k canpxu BpenHoct k - A, 1j. 1a pasmorpumo pasiuke X, = kA, — P;.
* YV npBom ciyvajy (kama je k < a) je A, = P, =0,majeu X; = 0.
* V npyrom ciydajy (kama jea < k < b)je P, = (k—a+1) A, maje X, =
kA, —(k—a+1)A, = (a—1)A,.
* V tpehem ciyuajy (kama je k > b)je P, = (b—a+ 1) - v, nok je A;, = 0, na je
Xk:—<b—a+1>’l}

Jlpyrum peunma, cBaku 3oup npedukca Py cMo pasioxuiu Ha pasiuky kA, — X

k k-0—0 k<a
Py=) Aj=k-A—Xy=1 k-v—(a—1)-v a<k<b
i=1 E-O—(—(b—a+1)-v k>0
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Huz X k» AAKJIE, HAKOH aXXypHUpakba OpUTrMHAIHOI' HU3a UMa CHG,I[C]'_IC BpEJHOCTU:

a b
0 ... 0 (a—=lv ... (a=1)w (a—1)w —(b—a+1l)v .. —(b—a+1)v

AKO OMCMO y CBaKOM TPEHYTKY MO3HABAIN BPEAHOCTU y HU3Y X, Taja OUCMO BPEAHOCTU
Py, nako mormm u3pauyHatu nomohy dopmyne P, = kA, — X,. Bpemnocru A, naxo
u3payyHaBamo nomohy ®eHBUKOBOT MM CETMEHTHOT APBETa y KOME YyBaMO PasjMKe TOT
Hu3a. MebhyTum, n HU3 X, je TakaB ia My ce IIpU CBAaKOM aXypHparby MOBE3aH! CEIMEHTH
yBehaBajy Tj. yMamyjy 3a UCTY BPEIHOCT, TAKO Jia CE U OH MOXKE JIAKO PEKOHCTPYMCATH aKO
Ou ce meroBe pasjmke uyBajie y apyrom OeHBUKOBOM WM CerMeHTHOM apBety. Hanme, HU3
pasjiMKa OBOI' HA3a CE MEHha OBAKO:

a b b+1
0 .. 0 (a=)v 0 ... 00 —bv 0O .. O

Haxue, onpxkasamo 1Ba apsera: [ 4 y Kome dyBamo pasimke Huza A u D5 y KoMe dyBaMo
pasnuke Hu3a X . [IpBo MHMIMjAIM3y jeMo pasiuKama Hu3a A, a Ipyro Hyiama.

Oneparmja yBeharsa CBHX eJIeMeHaTa ca o3HIMja 13 [a, b] 3a BpeJHOCT v ce CBOAM Ha ciiesiehie
orepaiyje HaJl ApBETHMA:

o uvecaj(D 4, a,v)

e ako je b < n onpa uvecaj(D 4,b + 1, —v)
 uvecaj(Dy,a,(a — 1)v)

* ako je b < n onpa uvecaj(Dy,b+ 1,—bv)

Oreparja n3padyHaBarbe BpeAHOCTH HU3a A Ha nosunuju k T1j. BpegHoct A, ce CBOjM Ha
u3padyHaBarbe nperKCHOr 30upa npBux k exemenara ®eHukoor apsera D 4.

o A, = zbir_prefiksa(D 4, k)

Ornepanyja n3pauyHaBama 30upa npedukca eremenara Husa A qyxuHe k ce cBoau Ha u3pa-
YyHaBame BPeHOCTU

o P.=FkA, — X, = k- zbir_prefiksa(D,, k) — zbir_prefiksa(D ., k)

Onepanyja u3payyHaBama 3upa cerMenTa [a, b] Hu3a A ce CBOIM Ha M3paYyHABAHE BPEIHO-
CTH:

¢ Sab:Pb_Pafl
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ITpu Tom je F, = 0.

JlakJie, Ha oBaj HAYMH MOXEMO IMOCTHhN J0OPy CJIOKEHOCT 3a cBa 4 THIIa Orepalyja.

point query range query point update range update
JlBa apBera Jodpo / nodpo / Jodpo / Jodpo /
pasimka O(logn) O(logn) O(logn) O(logn)

| Mpumep 1.4.21

Tpuxascumo jegan iipumep yilomipede oge cilipyxitiype ilogaiiaxa. Ilpeitiiocitiagumo ga Hu3
A uma 10 eaemenaitia u ga cy y iwouemiky ceu jegnaku nyau. Y apoipamy ou ce ogpicasana
camo gpeeitia Hag nuzoeuma D 4 u D ., a unyciiipayuje pagu mu hemo dpuxazaiiu u cagpicaj
nuza A, reiosux ipegpurcrux cyma P u iomohnot nuza X. Enemenitiv opuiunaanoi nusa (Kao
U HU308a pazuKa) cmewtiiienu cy Ha iosuyujama og 1 go 10.

0

D, -
Dy -
A -
kA, -
X -
P 0

10

OO OO OO |
OO OO OO
OO OO OO | W
OO OO OO
DD DD OO | L
OO OO OO
DO OO OO
DO O OO O|
OO OO oo
O OO O oo

Yeehajmo enemenin A5 3a 4. To ce modxce ceeciiu Ha yeehasarbe enemenailia CeIMeHia
[a,b] = [5,5] 3a v = 4.

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b, - 0000 4 -4 0 0 0 0
Dy - 0 0 0 0 16 —20 0 0 0 0
A -0 0 0 0 4 0 0 0 0 0
kA, - 0 0 0 0 20 0 0 0 0 0
X -0 0O0O0 16 -4 —4 —4 —4 —H4
P 0 0 00 0 4 4 4 4 4 4

Vuaroumo cee enemenitie nuza A 3a 1. To ce modice ceeciiu Ha yeehasarbe enemenaitia cei-
meniua [a,b] = [1,10] 3a v = —1.
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0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

D, - -1 0 0 0 4 —4 0 0 0 0
Dy - 0 0 0O 0 16 —-20 0 0 0 0
A - -1 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 -1 -1
kA,
X
P

- -1 -2 -3 -4 15 -6 -7 -8 -9 -10
- 0 0 0 0O 16 —4 —4 —4 —4 -4
o -1 -2 -3 4 -1 -2 -3 —4 -5 —6

Ogpegumo S (3,7] Wlj. 30Up enemenaiia Hu3a y ceimeniiy [3, 7). Badwcu ga je S 3,7 = P — Pa,
ita je wiowtipedro ga ogpegumo Py u P,.

P7 ce ogpebyje axko wiio ce ﬁOMohy Densuxosol gpeeiia euKkacHo ogpegu A7 =
2bir_prefiksa(Dy,7) = —1, samun X; = zbir_prefiksa(Dy,7) = —4 u na xpajy ce
uspauyna TA; — Xo =7+ (—1) — (—4) = —3.

P, ce ogpehyje iwiako witio ce tiomohy Peneuxosoi gpeeiia epuracho ogpegu A2 =

zbir_prefiksa(D,,2) = —1, samum X, = zbir_prefiksa(Dy,2) = 0 u na pajy
ce uspauyna 24, — Xo = 2 - (—=1) — 0 = —2. Tpagwenu 36up ceimeniia je onga
—3 — (=2) = —1. Jacno je ga je imo wmauan pesyamaii, jep ce y Wom ceimeniy Hara3e

enemeniiiu [—1,—1,3,—1,—1].

1.4.3.3 Jlek-0 axxypupaH-€ cerMeHTHOr ApBeTa

OnuumMo caja joul jeAHO pelliehe MPEeTXOJHOr Mpodiema, Tj. joll jeqHy CTPYKTypy Ho-
Jataka Koja omoryhaBa e(uKacHO M3BpIIaBame CBE YETHPH BPCTE yNUTA. 3a PasjMKy Of
MIPETXOJHE, OBa CTPYKTypa oMoryhasa 1 U3padyHaBambe HEKMX JAPYTUX CTATUCTUKA (HE camo
30Mpa ejieMeHara).

IMoacernmo ce, cerMeHTHa ApBeTa oMoryhasajy e(uKacHO axypuparme MojeIuHAYHIX elle-
MeHaTa ¥ u3padyHaBame 30MpoBa cerMeHaTa (caMuM THM W ofpehuBame BpeIHOCTH Toje-
IOVHAYHUX eJleMeHaTa), Meljyum, He omoryhaBajy e(uKacHO axkypHpame CBHX ejleMeHaTa
jiaTor cermMeHTa [a, b| (1j. BUXoBO yBehare 3a JaTy BPEJHOCT WM FHUXOBY 3aMEHY JAaTOM
BpeaHonthy). OBo ce moske nocruhu y Bpemeny O(logn) ako ce Ha CETMEHTHO JPBO MPH-
MEHU TEXHUKA serve ipoilaiayuje (eHri. lazy propagation). OHa je mpuMep cTpaTeruje JemHor
M3BpLIABaKka KOJUM ce U3pavyHaBamba OAJIAXy CBE JOK OAroapajyhe BpeqHOCTH HUCY HEOI-
xozaHe. TexHuKa Jierwe Mpornaralje ce JOCTa ocjama Ha pajl ca CeTMEHTHUM JIPBETOM OfI03T0
HaHWKe. JeAHOCTaBHOCTH pagy, TeXHUKY heMo IpeacTaBuTy Kpo3 npuMep ynuTa ypehaBama
cermMeHaTa 3a J1aTy BpeJHOCT.

CBakuy 4BOp y CETMEHTHOM JpBETY UyBa 30Mp HEKOT CerMeHTa OPUTHAHOT HU3a. AKO ce
Taj CErMEHT y LIEJIOCTH CaAPKH YHyTap cerMeHTa KOju ce aXKypHpa, MOXKEMO yHarpe[ u3pa-
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YyHaTH 3a KOJMKO ce noehaBa BpeIHOCT y ToM 4Bopy. Hamme, ako ce cBaka BpeqHOCT y
cerMeHTy moBehaBa 3a v, Tajila ce BPEIHOCT 30Mpa Tor cermenTa noeehasa 3a k - v, re je
k Opoj enemenara y Tom cerMeHTy. BpenHoct 30upa y ToM 4BOpYy THMe OMBa axypHpaHa y
KOHCTAaHTHOM BpPEMEHY, aJli BpeIHOCTH 30MpoBa YHyTap MOAAPBETa KOjUMa je Taj YBOp KO-
peH (yKibyuyjyhu v BpeIHOCTH Y JIMCTOBUMA KOj€ OAroBapajy BpeJHOCTAMA MOJIa3HOI HU3a)
U Jajbe ocTajy HeaxypHe. HbUXoBo axxypupame 3aXTeBajsio OU JIMHEapHO BpeMe, IITO je He-
gomycTuBo cKyno. KibydHa uzeja je ma ce axypupame THX BPEJHOCTH OJJIOKH U [ja ce OHE
He axypupajy oaMax, Beh caMo Kaja 3aTpedajy TOKOM HEKOT HaKHAJIHOT YIUTA, Tj. TOKOM
HeKe KacHHje rmoceTe THM YBOPOBMMa (KOja ce WHaue BPIIM y CKJIONY TOT KaCHHjer yIuTa, a
He TocedHO y IMiby axkypupama BpeniHocTH). Hanme, He xenmumo aa te yBopose nocehyjemo
camo 300T OBOT axXypupama, Beh hemo axypupame ypaguTy yCIyT, TOKOM HEKe Jpyre moceTe
THM YBOPOBHMA KOja O ce CBaKako Mopaja JIECUTH.

IlocTaBmba ce nMuTame Kako Ja CUTHAIM3HUPAMO Ja BPEIHOCTH 30MpOBa y HEKOM MOJJIPBETY
HHUCY aXypHE W JOAATHO OCTaBMMO YITyTCTBO HA KOjW HAYMH MX Tpeda axypupatd. Y ToM
IIWJbY Y CBAKOM OJ1 YBOPOBA MOPEJ BPEJHOCTHU 30Mpa CErMeHTa YyBaMo U JIOJATHU Koeghuuu-
Jenini nerve tipoiiaiayuje. AKO IPBO Y CBOM KOpPEeHY MMa KOe(pHIIHjEHT Jiekhe Tporiararje ¢
KOJH je pa3fIMuuT OJl HyJie, TO 3Ha4YM J]a BPeTHOCTY 30MPOBa y IIEJIOM TOM JIPBETY HUCY aXKypHE
M J1a je CBaKM OJ1 JINCTOBA TOT JpBeTa MOTpedHO moehaTy 3a ¢ M 'y OIHOCY Ha TO aXKypHpaTu
Y BPEJJHOCTH 30MpOBa y CBUM YHYTPAIIBMM YBOPOBUMA TOT JIpBeTa (YKJbYyUyjyhu U KOpeH).
AXypuparme ce MOKe OJlaraTy CBe JJOK BPEIHOCT 30Mpa y HEKOM YBOPY HE MOCTaHE 3aMcTa
HEOIXO/JHa, a TO je TeK MPHIIMKOM YITUTa N3padyHaBama BPEJHOCTH 301Mpa HEKOT CerMEHTa.
Nnak, BpenHocty 30upoBa y 4yBopoBUMa hemo axypupaT u yemhe ¥ TO 3alpaBO MpPUIH-
KOM CBaKe IoceTe YBOpY — OMJIO y CKJIOITY orepalnije yBehama BpeqJHOCTH U3 HEKOT CerMEeHTa
TMO3ULIMja MOJIa3HOT HU3a, OWJIO y CKJIOITY YITUTAa M3payyHaBama 301pa Hekor cermMeHTa. Ha ro-
4eTKy 00e peKyp3uBHe (PYHKITH]e MOKEeMO MPOBEPUTH Ja JIH j& BPEOHOCT Koe(pHilnjeHTa ieme
mpornaranuje Tekyher ysopa pa3avuura oj] HyJie ¥ aKO jecte, aXypupaTy BpeJHOCT 30upa y
TOM YBOpPY Tako ImTo hemo ra yBeharu 3a mpousBoj Tor KoeduIjeHTa u Opoja eaeMeHaTa
KOjH Taj YBOP MOKPHUBA, 3aTUM KOepUILIMjeHTe JIehe Mpomaraiyje oda kerona ietera ypehatu
3a Taj Koe(pUITHjeHT, a KOe(PUITHjeHT JIeHhe IpoTIararyje Tor YBopa MOoCTABUTH Ha HyJTy (THMe
KOpEH JpBeTa KOju TPEeHYTHO rocefly jeMo NocTaje axypaH, a FherOBUM TIOAIPBETHMA Ce Jaje
YIIyTCTBO Kako ux y OyayhHocTu axypupary). Ha oBaj HaumH ce n30deraBa axxypuparme 1es1or
JipBETa OjeIHoM, Beh ce axyprpa camMo KOpeH, o je onepanuja ciokenoctd O(1).

PazMoTpumMo Kako ce Moxke axypupaTH YBOp JIpBeTa HaKOH yBehamwa CBUX eJleMeHaTa HeKOT
cerMeHTa. MIHBapujaHTa je Jja CBM YBOPOBH y JPBETY WJIH CaipKe aXKypHE BPeTHOCTH 30MpoBa
WM Cy MCIIPaBHO OOeJIe’keH! 3a KacHUja akypHuparma (IpeKo KoeHLUjeHTa Jemhe mpornara-
nje). HakoH mporieca axxypupama cerMeHTa, YBOp KOje ce TpeHyTHO axypupa he campxaTtu
aKkTyeJHy BpeaHoct 30upa. HakoH novyetHor ode3dehuBama Aa Koe(pUIMjeHT Jehe nponara-
nyje y rekyhem uBopy mocrane HyJsa, Moryha cy Tpu cieneha ciyyaja.
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* AKO je cerMeHT y TeKyheM UBOpYy JUCjYHKTaH Y OOJHOCY Ha CErMEHT KOJU Ce axypupa,
Taja cy CBM YBOPOBH Yy MOJJIPBETY KOjEM je OH KOpPEeH WU Beh akypHU WM UCIIPABHO
o0enexeHu 3a KaCHUje aXXypHUpame U HUje MOTPEOHO HUIITA YPAJUTH.

* AKO je cerMeHT Koju ofiroBapa TekyheM 4Bopy MOTIYHO caipskaH Y CETMEHTY UHjU ce
eneMeHTH yBehaBajy, Tajia ce iheropa BpeTHOCT axypupa (yBehaBawem 3a k - v, e je
k dpoj enemenara cerMeHTa Koju oaropapa tekyhem 4yBopy, a v BpeHoCT yBehama), a
HEroBOj A€l ce Koe(pULIMjeHT Jewe nponarauyje ysehasa 3a BpeAHOCT V.

* Ha kpajy, ako ce oBa JIBa CerMeHTa CeKy, Tajia ce MpeJia3y Ha peKyp3uBHY 00paay oda
nerera. HakoH u3BpmiaBama (hyHKIIMje HaJIl lbUMa, CHTYPHH CMO 7a fie CBM YBOpOBU Y
JIEBOM M JIECHOM ITOJI/IPBETY 33JJOBOJHABATH YCJIOB MHBapHjaHTe U Ja he KopeHu U JieBor
U JIECHOT TIO/IJJPBETA UMATH a)KypHE BPeJHOCTH. AJXYpHY BPEJHOCT Y KOpeHY 100rjaMo
caOMpameM BPeAHOCTH HEroBa J1Ba JeTeTa.

Jlewo cermeHTHO JipBO uyBahiemo kopuiihewmeM JiBa HU3a: drvo, y KOM ce 4yBajy eJleMeHTU
CErMEHTHOT JIpBeTa 1 lenjo, Y KOM ce UyBajy KOepUIIjeHTH Jieke Tporaraiiyje.

// azZurira elemente lenjog segmentnog drveta koje je smesteno
// u nizove drvo 1 lenjo od pozicije k u kome se cuvaju zbirovi
// elemenata originalnog niza sa pozicija iz segmenta [x, y]
// nakon sto su u originalnom nizu svi elementi sa pozicija iz
// segmenta [a, b] uvelani za vrednost v
vold promeni(vector<int>& drvo, vector<int>& lenjo, int k, int x, int y,
int a, int b, int v) {
// azuriramo vrednost u korenu, ako nije aZurna
if (lenjo[k] !'= 0) {
drvo[k] += (y - x + 1) * lenjo[k];
// ako nije u pitanju list, propagaciju prenosimo na decu
if (x '=y) {
lenjo[2*k] += lenjo[k];
lenjo[2*k+1] += lenjo[k];
}
// vrednost u korenu je sad aZurna
lenjo[k] = 0;
}
// ako su intervali disjunktni, nista nije potrebno raditi
if (b < x || y < a) return;
// ako je interval [x, y] sadrZan u intervalu [a, b]
// vrsimo uvecanje cvora za k * v
if (a <= x & y <= b) {
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drvo[k] += (y - x + 1) * v;
// ako nije u pitanju list, propagaciju prenosimo na decu
if (x I=y) {
lenjo[2*k] += v;
lenjo[2*k+1] += v;
}
} else {
// u suprotnom se intervali seku,
// pa rekurzivno obilazimo poddrveta
ints=(x+y)/ 2;
promeni(drvo, lenjo, 2*k, x, s, a, b, v);
promeni(drvo, lenjo, 2*k+1, s+1, y, a, b, v);
// azurnu vrednost u korenu dobijamo kao zbir vrednosti dece
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];

// azZurira elemente lenjog segmentnog drveta koje je smesteno
// u nizove drvo 1 lenjo od pozicije 1 u kome se cuvaju zbirovi
// elemenata originalnog niza sa pozicija iz segmenta [0, n-1]
// nakon Sto su u originalnom nizu svi elementi sa pozicija iz
// segmenta [a, b] uvecani za vrednost v
voild promeni(vector<int>& drvo, vector<int>& lenjo, int n,
int a, int b, int v) {
promeni(drvo, lenjo, 1, 0, n-1, a, b, v);

}

CnoxeHocT (pyHKIMje aXypupama CBUX €JIeMeHaTa JAaTOT CerMEHTa Y JIEFhOM CErMEHTHOM
npeery usnocu O(logn). Haume, kao U y ciiydajy onepaije padyHara 304pa cerMeHTa y
CErMEHTHOM JIPBETY, Ha CBAKOM HHMBOY C€ pa3MaTpa HajBuile 4 yBopa, Te je MaKCHMaJHU
dpoj uBopoBa koju ce nocehyje jeaHak 4 logn.

I Mpumep 1.4.22
Tpukasxcumo pag 0e pyHKyuje Ha UpUMepY Aer0l CeiMeHIIHOT gpeeitia ca cauke 1.22.

Tpurasxcumo kaxo ducmo cee enemenitie u3 ceimenitia (2, 7) yeehaau 3a 3.

¢ Kpehemo og kopena xoju iokpusa cetmeni [0, 7). Ceimeniuiu [0, 7] u [2,7] ce cexy, ita
ciloia axcypuparee Upeuyumamo gey U HaKoH HwUXo60t adicypupared, upu uoepaiKy
U3 pexyp3auje pegrocili KOpeHa ogpehyjemo Kao 30up axicypupanux 6pegHociiiy reiose
geue.
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k=1, [0,7]

k=2, [0,3] k=3, [4,7]

k=5, [2,3] k=6, [4,5]

k=4, [0,1] k=7,[6,7]

k=8, k=9, k=10, k=11, k=12, k=13, k=14, k=15,
[0,0] [1.1] [2,2] [3,3] [4.4] [5,5] [6,6] [7,7]

Cnuka 1.22: Jlew0 CerMEHTHO IpBO: y CBAKOM YBOPY 4yBaMO BPEJHOCTH 30Mpa OJroBapajy-
her cermenTa 1 KoepHIjeHTa Jiee Tporaranuje. VIHAIjarHo ¢y BpeJHOCTH CBUX Koeu-
LMjeHaTa Jieke Mpomnaranyje jeqHaku HyJa.

- Ha nesoj ciupanu ce ceimeni [0, 3] ceue ca ceimeniion [2, 7] ita u on ipeiywitia
axcypuparoe HacAegHUUAMA U aXiCYypupa ce ek ipu Ho8patuKy u3 pekyp3uje.

— Ceimeniu [0, 1] je gucjynxiian y ognocy na ceimeniui (2, 7| u iy onga nuje
HOMpeOHO HUMIA Paguiiiu.

— Ceimeniti (2, 3] je cagpacan y ceimeniniy [2, 7], u 3a weia gupexino 3Hamo
Kako ce 30up yeehaea: HOWIO 08aj Y0P HOKPUBA GEa eNeMEHINA U CBAKU Ce
yeehasa 3a 3, 30up 0601 celmenitia ce yeehasa ykyino 3a 2 - 3 = 6 u ociia-
enva ce Ha 9. 'Y 06om tpenyiiKy uzoerasamo axcypuparee Ceux 8pegHOCIiu Y
gpeeitiy Yy KoM je iaj enemeniti Koper, 6eh camo HACAegHUUUMA YHUCY jeMO ga
Je tiotipedno iponaiupaiiu yeeharoe 3a 3, aau camy upoiuaiayujy 0gaaxncemo
3a Wpenyiiax Kaga oHa uoctiarne HeouxogHa.

— Y iospaitiky uz pexypsuje, epegrociti 10 adxcypupamo u Hoea pegHOCIl je jegHaxa

749 =16.

— Ilio ce wmuue gecnol iioggpeeinia, ceimenini |4, 7] je cagpacan y ceimeniny (2, 7],
14 MOJNCEMO GUPEKITIHO UBPAMYHATHU HOBY 8PegHOCT 30upa Yy osom ueopy. Haume,
dowitio ce 4 enemenitia yeehasajy 3a io 3, ykyiarn 30up ce yeehasa za 4 - 3 = 12.
3aitio ce epegrociti 16 merwa y 16 + 12 = 28. [lpoiiaiauujy asxcypuparea kpo3
[H0ggpeo ca KOPEHOM I 0B0M UBOPY OGAAHCEMO U CAMO Hel080] geuu benexncumo ga
Je yeeharee 3a 3 HOWPeOHO U3BPUIUITY i HEKOM KACHUjeM TUPEHYTKY.

e [lpu fiospaitiky u3 pexypsuje pegHociti y Koperny axcypupamo ca 26 na 16 + 28 = 44.

Haxon uzepwasarsa osux oiiepayuja gooduja ce gpso ipuxazano Ha cauuu 1.23. 0o nervo
cetmeniino gpeo ogiosapa nuzy 3,4,4,5,9,8,4, 7.
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k=4, [0,1]

k=3, [4,7]

k=5, [2,3] k=6, [4,5]

k=7, 6,7]

k=8, k=9, k=10, k=11, k=12, k=13, k=14, k=15,
[0,0] [1,1] [2,2] [3,3] [4,4] [5,5] [6,6] [7,7]

Ciuka 1.23: Jlew0 CErMEHTHO IPBO HAKOH a)ypHvparba CBHX eleMeHata cermMeHTa [2, 7] 3a

BPEIHOCT 3.

Tpeiwitociiasumo ga je y gooujeHom ceiMeHIlHOM gpeeiily HOTUPeOHO enemenitie U3 CeiMeHitia
[0, 5] yeehasaiiu 3a epegrociu 2.

¢ Ilonoso ce kpelie 0g Kopena nerwol ceimeHIlHOT gpéeiiia U Kaga ce YCIlanosu ga ce cei-
meniti [0, 7] ceue ca cetmeniion [0, 5] axcypuparse ce tpeiywitia geyu u épegrocii y
KOpeHy ce asxicypupa ek upu iospaiixy u3 pexypsuje.

— Ceimeniui [0, 3] je cagpocan y cetmeniny [0, 5], ita ce epegrocii 16 yeehasa 3a
4 - 2 = 8 uitocimiasna na 24. Ioggpeeitia ce ne axcypupajy ogmax, éeh ce camo
FoUXOBUM KOPEHUMA YIUCY je ga Je c8e 8pegHOCIiu HOTPeOHO axcypupaitiu 3a 2.

-V gecrom itoggpeeitiy ceimeniti [4, 7] ce ceue ca [0, 5], iia ce pexypsueno odpabyjy
oggpeerua.

— Ilpu obpagu usopa ca spegrouthy 11, iipumehyje ce ga je on wipebano ga dyge

adxNcypupat jep je reioe Koepuuijeriti Aerbe upoiaiayuje paauuuild og Hyad,
Mehyium jow Huje, ia ce HAjiipe rbeloda epegHOCTl axcypupa u ysehasa 3a
2 -3 uca 11 merwa na 17. Hbeiosu Hacregnuyu ce He axCypupajy ogmax u
FUMA Ce CaMO YUUcy je aerba pegrociil 3.

Harxon iwota ce yinephyje ga ce ceimeniui [4,5] cagpocu y ceimeniny [0, 5],
ia ce epegrocii 17 yeehasa 3a 2 - 2 = 4 u iiociiaswa na 21. Hoggpeeiiia
ce He axcypupajy ogmax, éeh camo o Uoipedu HaKo Wilo ce Y HUXo8UM
KopeHuMma fociiasu 8pegrociil neroi koegpunujeniia. Ilowiitio je y rouma éeh
yiucana epegrocii 3, ona ce caga ysehasa 3a 2 u iociiasba Ha b.

— Caga ce iipeaasu Ha oopagy oggpseiia y uujem je KOpeHy 8pegHoCill D u

HOWIO OHO HUje adXCYpHO, Hajilpe ce épegHocii D yeehasa 3a 2 -3 = 6 u
doctmiasna Ha 11, a wetosoj geuu ce aeru Koedbuuujeriti iocitiasba Ha 3.
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Haxkon iiota ce iipumehyje ga je cetmenti [6, 7] gucjyxiian ca [0, 5] u ne pagu
ce Huutiua.

e YV iloepaitixy Kpo3 pekyp3ujy ce adcypupajy epegHoCiiu poguillesbCKUX 480poeal.

Haxon osux oitepayuja goouja ce gpso ipuxazaro Ha cauuu 1.24. Q80 nerbo ceiMeHIHO gpeo
ogiosapa nuzy 5,6,6,7,11,10,4,7.

k=5, [2,3] k=6, [4,5]

k=4, [0,1] k=7, [6,7]

k=8, k=9, k=10, k=11, k=12, k=13, k=14, k=15,
[0,0] [1,1] [2,2] [3,3] [4,4] [5,5] [6,6] [7,7]

Ciuka 1.24: Jlew0 cerMeHTHO JJpBO HaKOH yBeharba CBHX elleMeHata u3 cermenta [0, 5] 3a 2.

dyHKIMja M3padyHaBaa BPEAHOCTH 30Mpa CerMeHTa OcTaje MPAaKTUYHO HENpOMEeHCHa,
OCHM IIITO C€ NP YJIaCKy Y CBaKHM YBOP BPIIM HETOBO aXXypHpame, ako je morpedHo. Crora
¥ BeHa CJIOKEHOCT 0CTaje HerpoMetbeHa u usnocu O(logn).

// na osnovu lenjog segmentnog drveta koje je smesteno
// u nizove drvo 1 lenjo od pozicije k u kome se cuvaju zbirovi
// elemenata polaznog niza sa pozicija iz segmenta [x, y]
// izracunava se zbir elemenata polaznog niza
// sa pozicija iz segmenta [a, b]
int saberi(vector<int>& drvo, vector<int>& lenjo, int k, int x, int vy,
int a, int b) {
// aZuriramo vrednost u korenu, ako nije aZurna
if (lenjo[k] !'= 0) {
drvo[k] += (y - x + 1) * lenjo[k];
if (x I=y) {
lenjo[2*k] += lenjo[k];
lenjo[2*k+1] += lenjo[k];
}
lenjo[k] = 0;
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// intervali [x, y] 1 [a, b] su disjunktni
if (b <x || a >y) return 0;
// interval [x, y] je potpuno sadrZan unutar intervala [a, b]
if (a <= x && y <= b)

return drvo[k];
// intervali [x, y] 1 [a, b] se seku
int s =(x+y)/ 2;
return saberi(drvo, lenjo, 2*k, x, s, a, b) +

saberi(drvo, lenjo, 2*k+1, s+1, y, a, b);

// na osnovu lenjog segmentnog drveta koje je smesteno

// u nizove drvo 1 lenjo od pozicije 1 u kome se cuvaju zbirovi

// elemenata polaznog niza sa pozicija i1z segmenta [0, n-1]

// izracunava se zbir elemenata polaznog niza sa pozicija
// 1z segmenta [a, b]
int saberi(vector<int>& drvo, vector<int>& lenjo, int n, int a, int b) {

}

// racunamo doprinos celog niza,
// tj. elemenata i1z intervala [0, n-1]
return saberi(drvo, lenjo, 1, 0, n-1, a, b);

IIpumeTrMo aa ce y 0BOj (byHKIIMjU JPBO MOXE MEHATH, I1a apryMeHTH (PyHKIIMje HE CMejy
OWUTH KOHCTaHTHU (MaKO Ce CYIITHMHCKHM BPEJHOCTH Y JPBETY HE MEHajy, HheroBa MHTepHa
penpe3eHTalyja, Tj. pacmnojesna nojgaTaka usmel)y Hu30Ba drvo U lenjo ce MOXe MEHATH).

| Mpumep 1.4.23

Tpuxascumo pag tpeitixogre pyHxyuje Ha itlekyhem ipumepy. Pazmoitipumo xaxo ce 3a gpeo
ipukazano na cauyu 1.24 uspauynasa 36up enemenainia uz cetmeniua 3, 5).

* Kpehemo og kopena gpseitia koje cagpaicu cymy ceimentia [0, 7]. Cetmeni [0, 7] ce ceue
ca [3,5], ita ce pexypsusro odpahyjy geua.

— ¥ sesom iioggpeeiny ceimenii [0, 3] iiaxohe uma iipecex ca [3, 5] ita iipearazumo
HA HaPegHUL HUBO PeKyp3iLje.

— Tpuauxom iioceitie usopa y uujem je Kopery epegrociii 7 dpumehyje ce ga
Hel06a 8PegHOCIH HILje AdICYPHA, 1A ce KOPUCIEU UPUAUKA ga ce OHA adcypupa,
waxo witio ce yeeha 3a 2 - 2 = 4 u iociiaje 11, a nacreguuuuma ce nerou
Koegbuuujenin iocimasna Ha 2.

Howdtio je ceimenini [0, 1] gucjynxitian ca [3, 5], epaha ce epegroci 0.
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— [puauxom tioceitie usopa y uujem je kopemy epegrocii 9 ipumehyje ce ga
Hel08a 8PEgHOCII HULje AdCYPHA, 1A ce KOPUCIU IPUAUKA ga ce OHA aXcypupd,
waxo witio ce yeeha 3a 2 - 2 = 4 u iociaje 13, a Hacreguuuuma ce nervut
Koepuuujeniti ysehaea 3a 2, ognocHo toctiaje 5.

Cetmeniti [2, 3] ce ceue ca [3,5), iia ce pexypsueno épuu odpaga iioggpeeiua.

- Bpegrociui 1 ce iipso axcypupa wiaxo witio ce ioseha 3a 1 -5 = 5 u
iociaje 6, a onga, dowitio je [2, 2] gucjynxiuno ca [3, 5] epaha ce épeg-
roci 0.

- Bpegrociii 2 ce iwiaxohe fipeo axcypupa imaxo witio ce iosehazal-5 = 5
u iociuaje 7, a dowito je ceimeniti 3, 3| dowmityro cagpycan y 3, 5]
epaha ce epegrociii 7.

-V gecnom itoggpeeiny je usop ca epegrnouthy 32 asxcypan, ceimeniii [4, 7] ce ceue
ca [3,5), iia ce dpenasu na obpagy nacregruka.

— Yeop ca epegnowhy 21 je axcypan, ceimeniui [4,5] je cagpocan y [3, 5], ia
ce epaha epegrocii 21.

— Yeop ca epegnowhy 11 je waxohe axcypan, anu je ceimenit [6, 7] gucjymr-
wan y ognocy na |3, 5], ia ce epaha epegroci 0.

e Jlaxae, usoposu 13 u 24 epahajy epegrocit 7, ueop 32 epaha epegroci 21, iia usop 56
epaha epegnociti 7T + 21 = 28.

Hakne, 36up cetmeniuia [3, 5] y mwexyhem gpeeiiy je 28. Ciiarse gpéeitia HAKOH U36PUABAFA
yiuitia je ipuxazano Ha cauuu 1.25.

k=5, [2,3] k=6, [4,5]

k=4, [0,1] k=7,[6,7]

k=8, k=9, k=10, k=11, k=12, k=13, k=14, k=15,
[0,0] [1,1] [2,2] [3,3] [4,4] [5,5] [6,6] [7,7]

Cimka 1.25: Jlerw0 CerMeHTHO JPBO HAKOH paduyHarsa 30Kpa eJleMeHara u3 cermMenta [3, 5).

JlakJie, y JelOM CETMEHTHOM JIPBETY He MOXEMO aHAIM30M I10 jeJMHAYHOT YBopa (HIp. JIH-
CTa) 3aK/bYUYUTH KOja je TauHa BPEIHOCT TOT YBOpa, MehyThM, Kaga Ham Oyze Ouja moTpedHa
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BPEAHOCT HEKOT YBOPA y JPBETY, MU hieMo ce 01 KopeHa CITyCTUTH /10 TOT YBOpa U, uayhu Tom
MyTaOM, CBE BPEAHOCTH Ha TOj MyTawu axypuparty. Ha Taj HaumH, Kaja OyAeMo CTUIIIU O
XKeJbeHOI' YBOpa, MMaheMO HeroBy aXypHY BPEAHOCT, IUTO je jeJUHO U BaKHO.

point query range query point update range update

Jlewo cermenTHO  110OpO / no0opo / noodpo / nodpo /
JPBO O(logn) O(logn) O(logn) O(logn)




