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Predgovor

Zbirka je nameƬena studentima prve godine Matematiqkog faku-
lteta koji prate predmet Analiza 1, ali verujem da se moжe kori-
stiti i xire. Ve�ina zadataka koji se nalaze u Ƭoj su izabrani sa
ispita odrжanih u okviru predmeta Analiza 1, Analiza 1A i Ana-
liza 1B u prethodnih 20 godina, tako da zasluga oko originalnosti
zadataka pripada svim Ʃudima koji su uqestvovali u pripremi ovih
ispita. Naravno, zarad potpunosti materije, dodata je nekolicina
zadataka koji nisu bili na ispitima. Tako�e, da bi se izbeglo pona-
vƩaƬe sliqnih zadataka, kao i da ne bi doxlo do prevelikog obima
kƬige, napravƩen je izbor zadataka, koji je uglavnom do ukusa au-
tora, a delom je na taj izbor uticalo to koji se zadaci qex�e po-
javƩuju po ispitima (pa je na tim mestima svesno napravƩen izbor
sliqnih zadataka). Treba napomenuti i da je, iako je bila predvi-
�ena, izostavƩena materija vezana za metriqke prostore, budu�i da je
u me�uvremenu ova oblast postala sastavni deo ispita druge godine
Matematiqkog fakulteta.

Iskoristio bih priliku da se iskreno zahvalim svim gore pomenu-
tim Ʃudima. Kako je u ovom periodu u organizaciji ovih ispita uqe-
stvovao trocifren broj Ʃudi, besmisleno je i pokuxavati pomenuti
ih sve. Ipak, iskoristio bih priliku da izdvojim svoje drage profe-
sore DragoƩuba Aran�elovi�a i Jovana Vukmirovi�a, koji su ostavi-
li ogroman peqat ne samo na formiraƬe mog matematiqkog ukusa (tako
da se u gore pomenutom izboru nalazi veliki broj zadataka kojima su
autori ili oni ili Ƭihovi uqenici), nego i na danaxƬi izgled ispita
iz predmeta u kojima se prouqava ili koristi matematiqka analiza.
Nadam se da �e ova kƬiga bar donekle dosti�i standarde koji su oni
postavili. Izdvojio bih i profesora Zorana Kadelburga, kome se i
posebno zahvaƩujem, jer je nizom korisnih sugestija priliqno dopri-
neo pove�aƬu kvaliteta kƬige.



iv

Xto se pripreme za izlazak u xtampu tiqe, specijalnu vrstu zahva-
lnosti zasluжili su pojedini qlanovi izdavaqkog odbora Matemati-
qkog fakulteta u Beogradu, koji su jasno izgra�enim i smislenim
pravilima koja se na isti naqin primeƬuju prema svima, kao i dava-
Ƭem prednosti matematici nauxtrb formalizma, pokazali kolika je
opravdanost postojaƬa jednog takvog odbora, pogotovo u trenutnom
sastavu (Milox Arsenovi�, Olga Atanackovi�, Mirjana �ori�,
Predrag Janiqi�, Zoran Petrovi�).

Beograd, mart 2017. godine
autor

�or�e Krtini�

Predgovor drugog izdaƬa

U drugom izdaƬu ispravƩene su grexke uoqene u prvom izdaƬu, dok
se, po pitaƬu sadrжaja, rukopis ne razlikuje puno od prvog izdaƬa.
Iskoristio bih priliku da se zahvalim svima koji su mi ukazali na
propuste koji su napravƩeni u prvom izdaƬu.

Beograd, jun 2024. godine
autor

�or�e Krtini�



1. UVOD

1. Izraqunati tg
�
arctg

1

3
+ arcsin

1

3

�
.

RexeƬe. Ako je a ∈
�
0,
π

2

�
i sina = x, onda je tg a =

x√
1 − x2

. Kako

je tg(arctg x) = x, sin(arcsinx) = x za |x| 6 1 i tg(x + y) =
tg x+ tg y

1 − tg x · tg y za

x, y ∈
�
0,
π

2

�
, x+ y 6= π

2
, sledi da je tg

�
arctg

1

3

�
=

1

3
, sin

�
arcsin

1

3

�
=

1

3
i

tg
�
arcsin

1

3

�
=

1
3È

1 − 1
9

=
1

2
√

2
, pa je

tg
�
arctg

1

3
+ arcsin

1

3

�
=

1
3 + 1

2
√

2

1 + 1
3 · 1

2
√

2

=
27 + 20

√
2

71
.

2. Dokazati da, ako je x, y ∈ [−1, 1] i, pritom, xy > 0 ili x2 + y2 6 1,
vaжi

arcsinx− arcsiny = arcsin
�
x ·
È

1 − y2 − y ·
p

1 − x2
�
.

RexeƬe. Mora biti x, y ∈ [−1, 1]. Ako je α = arcsinx i β = arcsin y,
sledi cosα =

√
1 − x2 i cosβ =

p
1 − y2 (jer je slika funkcije arcsinx

jednaka
�
−π

2 ,
π
2

�
, a cosx je nenegativna na tom intervalu), pa je

sin(α − β) = x ·
È

1 − y2 − y ·
p

1 − x2.

Ako je |α − β| 6
π
2 , sledi i tvr�eƬe zadatka. Me�utim, ako je xy >

0, ovo je trivijalno (onda i α i β pripadaju intervalu duжine π
2 ).

Inaqe, neka je bez umaƬeƬa opxtosti β < 0 6 α, onda je α − β 6
π
2 ⇔ π

2 > π
2 − α > −β > 0, pa kako je sin t monotono rastu�a na

�
0, π

2

�
,

posledƬe je ekvivalentno sa cosα > sin(−β) ⇔
√

1 − x2 > −y > 0 ⇔�
x2 + y2 6 1 ∧ y < 0 < x

�
. Budu�i da je sluqaj x2 + y2 6 1, x < 0 < y

analogan, sledi tvr�eƬe zadatka.

3. Neka je niz (an)n>1 definisan sa
(a) a1 = 6, a2 = 14, a3 = 36, an+3 = 6an+2 − 11an+1 + 6an. Dokazati da je
an = 1 + 2n + 3n za svako n > 1.
(b) a1 = 1, a2 = 8, a3 = 27, an+3 = 3an+2 − 3an+1 + an. Dokazati da je
an = n3 za svako n > 1.

RexeƬe. (a) Vaжi 6 = a1 = 1 + 2 + 3, 14 = a2 = 1 + 22 + 32, 36 = a3 = 1 +
23 +33 (baza indukcije). Ako je tvr�eƬe taqno za an, an+1, an+2, sledi



2. NIZOVI

1. Ispitati konvergenciju i u sluqaju konvergencije odrediti gra-

niqnu vrednost niza (an)n>0 definisanog sa a0 ∈ R, an+1 =
2an

a2
n + 1

za

n ∈ N0.

RexeƬe. Ako je a0 = 0, onda je an = 0 za svako n ∈ N (indukcija), pa
dati niz konvergira i vaжi lim

n→∞
an = 0.

Ako je a0 > 0, indukcijom se lako pokazuje da je an > 0. Tako�e je

an+1 = 2an

1+a2
n

= 1− (1−an)2

1+a2
n

6 1 za n > 0. Iz an+1−an =
an−a3

n

1+a2
n

= an

1+a2
n
(1−a2

n)

i prethodno pokazanog (tj. da su, sem moжda a0, svi qlanovi datog niza
u [0, 1]), sledi da je dati niz (poqev od a1) neopadaju�i. Kako je on i

ograniqen odozgo, postoji lim
n→∞

an = a i za Ƭega vaжi a =
2a

1 + a2
(xto

se dobija prelaskom na graniqnu vrednost u datoj rekurentnoj vezi,
koriste�i neprekidnost funkcije x→ 2x

1+x2 ). RexeƬe date jednaqine je
a ∈ {−1, 0, 1}. Kako je niz (an)n>1 neopadaju�i niz brojeva iz intervala
(0, 1 ], mora biti lim

n→∞
an = 1.

Ako je a0 < 0, neka je bn = −an za svako n ∈ N0. Onda je b0 > 0 i bn+1 =
2bn

1+b2n
za n > 0, pa po prethodnom sledi lim

n→∞
bn = 1, tj. lim

n→∞
an = −1.

2. Ispitati konvergenciju i u sluqaju konvergencije odrediti

graniqnu vrednost niza (an)n>1 definisanog sa a1 > 0, an+1 =
2an

an + 1
za n ∈ N.

RexeƬe. Neka je bn+1 = 2bn, cn+1 = bn + cn za n ∈ N, b1 = a1, c1 =
1. Dati nizovi su, oqigledno, dobro definisani i niz (cn)n>1 je niz

pozitivnih brojeva. Tada je dobro definisan niz
�

bn

cn

�
n>1

i vaжi an =

bn

cn
za svako n ∈ N. Eliminacijom se iz gorƬeg sistema rekurentnih

jednaqina dobija cn+2 − 3cn+1 + 2cn = 0, odakle je cn = A + B · 2n,
bn = B · 2n. UvrxtavaƬem poqetnih uslova, dobija se cn = (1− a1)+ a1 ·
2n−1, bn = a1 · 2n−1, tj. an =

a1 · 2n−1

(1 − a1) + a1 · 2n−1
za svako n ∈ N. Ako je

a1 = 0, onda je niz (an)n>1 konstantno jednak nuli, pa postoji Ƭegova
graniqna vrednost i vaжi lim

n→∞
an = 0. Ako je a1 6= 0, za n ∈ N vaжi

an =
1

1 + 1−b1
b1

· 1
2n−1

, pa postoji graniqna vrednost niza (an)n>1 i vaжi

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1

1 + 1−b1
b1

· 1
2n−1

=
1

1 + 1−b1
b1

· lim
n→∞

1
2n−1

= 1.



3. ODRE�IVAƫE GRANIQNIH

VREDNOSTI

1. Na�i lim
n→∞

ln(1 + en) · ln
�n− 1

n+ 1

�
.

RexeƬe. Kako je ln(1 + en) ln
�

n−1
n+1

�
=
�
ln en + ln

�
1 + 1

en

��
· ln
�
1 − 2

n+1

�
∼

n ·
�
− 2

n+1

�
= − 2n

n+1 ∼ −2 kad n→ ∞, sledi lim
n→∞

ln(1 + en) · ln
�

n−1
n+1

�
= −2.

2. Izraqunati lim
n→∞

n
� n
√
e+ 1

n
√
e− 1

− 2n
�
.

RexeƬe. Kako 1
n
→ 0 kad n→ ∞, sledi e

1
n = 1 + 1

n
+ 1

2n2 + 1
6n3 + o

�
1

n3

�
,

pa je�
e

1
n − 1

�−1
= n ·

�
1 +

�
1
2n

+ 1
6n2 + o

�
1

n2

���−1

= n ·
h
1 −

�
1
2n

+ 1
6n2

+o
�

1
n2

��
+
�

1
2n

+ 1
6n2 + o

�
1

n2

��2

+ o
��

1
2n

+ 1
6n2 + o

�
1

n2

��2�i
= n ·

h
1 − 1

2n
+ 1

n2 ·
�
− 1

6 + 1
4

�
+ o
�

1
n2

�i
, kad n→ ∞, odakle je

n
√
e+ 1

n
√
e− 1

− 2n =
�
2 +

1

n
+

1

2n2
+ o
� 1

n2

��
· n ·

�
1 − 1

2n
+

1

12n2
+ o
� 1

n2

��
−2n = 2n+

1

6n
+ o

�
1

n

�
− 2n =

1

6n
+ o

�
1

n

�
, kad n→ ∞,

odnosno lim
n→∞

n
� n
√
e+ 1

n
√
e− 1

− 2n
�

= lim
n→∞

�1

6
+ o(1)

�
=

1

6
.

3. Izraqunati lim
n→∞

n2

��
1 +

1

n+ 1

�n+1

−
�
1 +

1

n

�n
�
.

RexeƬe. Kako je�
1 +

1

n

�n

= en ln(1+ 1
n

) = e1−
1
2n

+ 1

3n2 +o( 1

n2 )

= e ·
�
1 − 1

2n
+

11

24n2
+ o
� 1

n2

��
kad n→ ∞, sledi da za n→ ∞ vaжi

lim
n→∞

n2

��
1 +

1

n+ 1

�n+1

−
�
1 +

1

n

�n
�

= en2 ·
�
1 − 1 − 1

2(n+ 1)
+

1

2n
+

11

24(n+ 1)2
− 11

24n2
+ o

�
1

n2

��
= en2 ·

�
1

2n(n+ 1)
− 11(2n+ 1)

24n2(n+ 1)2
+ o

�
1

n2

��
=
e

2
· n

n+ 1
+ o(1),



4. NEPREKIDNOST

1. Neka je λ > 0 i f(x) = 1 + 1
2λ + . . . + 1

[x]λ
− [x]

xλ za x > 1. Ispitati

neprekidnost funkcije f na intervalu [1,∞).

RexeƬe. Funkcija f je na svakom intervalu [n, n+ 1) za n ∈ N dobro
definisana i neprekidna (kao kompozicija neprekidnih funkcija), tj.
neprekidna je sdesna (za svako x ∈ [1,∞) vaжi lim

t→x+
f(t) = f(x)). Iz

istog razloga, funkcija je neprekidna na svakom od intervala (n, n+1)
za n ∈ N.
Konaqno, funkcija f je neprekidna i sleva u celobrojnim taqkama,
jer za n ∈ N, n > 2 vaжi f(n) = 1 + 1

2λ + . . . + 1
nλ − n

nλ i lim
t→n−

f(t) =�
1 + 1

2λ + . . .+ 1
(n−1)λ − n−1

tλ

�
= 1 + 1

2λ + . . . + 1
(n−1)λ − n−1

nλ , tj. f(n) =

lim
t→n−

f(t) za n ∈ N, n > 2.

Dakle, funkcija f je neprekidna na [1,∞).

2. Neka su a,m, n ∈ R, n > 0.

(a) Izraqunati lim
x→0

1−cos3 ax
x2 . (b) Izraqunati lim

x→0

emx−1
tg nx

.

(v) Izraqunati lim
x→0

(cosx)
1

sin2 x .

(g) Na�i α, β > 0, a i b, takve da je funkcija

f(x) =

8>>>><>>>>: 1−cos3 α(x+1)
(x+1)2 , za x < −1

a, za x = −1
ex+1−1

tg β(x+1) , za − 1 < x < 0

b, za x = 0

(cosx)−
2

sin2 x − 1, za x > 0

neprekidna na R.

RexeƬe. (a) Kako ax→ 0 i a2x2

2 + o(x2) → 0 kad x→ 0, sledi

lim
x→0

1 −
�
1 − a2x2

2 + o(x2)
�3

x2
= lim

x→0

1 −
�
1 − 3

2 · a2x2 + o(x2)
�

x2

= lim
x→0

3
2 · a2x2 + o(x2)

x2
=

3

2
· a2.

(b) Za svako n > 0, ako je |x| < π

2n
, |x| 6= 0, dati izraz je definisan,

pa data graniqna vrednost postoji. Kako mx → 0 i nx → 0 kad x → 0,

sledi lim
x→0

emx − 1

tg nx
= lim

x→0

1 +mx+ o(x) − 1

nx+ o(x)
= lim

x→0

m+ o(1)

n+ o(1)
=
m

n
.



5. DIFERENCIJABILNOST

1. Neka je f(x) =

( x

ex − 1
, za x 6= 0

a, za x = 0
.

(a) Odrediti a tako da funkcija f bude neprekidna u nuli.
(b) Ispitati egzistenciju prvog i drugog izvoda funkcije f u nuli.

RexeƬe. (a) Funkcija f je neprekidna u nuli ako i samo ako vaжi
f(0) = lim

x→0
f(x), pa sledi a = f(0) = lim

x→0
f(x) = lim

x→0

x
ex−1 = lim

x→0

x
x+o(x) = 1.

(b) Po definiciji prvog izvoda i delu (a) je

f ′(0) = lim
x→0

f(x) − f(0)

x
= lim

x→0

x
ex−1 − 1

x
= lim

x→0

x− ex + 1

x(ex − 1)

= lim
x→0

x− 1 − x− x2

2 + o(x2) + 1

x(1 + x+ o(x) − 1)
= lim

x→0

−x2

2 + o(x2)

x2 + o(x2)
= −1

2
,

pa je funkcija definisana u (a) diferencijabilna u nuli. Ona je
diferencijabilna i za x 6= 0 i za takvo x vaжi f ′(x) = ex−1−xex

(ex−1)2 , pa je

f ′′(0) = lim
x→0

f ′(x) − f ′(0)

x
= lim

x→0

ex − 1 − xex + 1
2 (ex − 1)2

x(ex − 1)2

= lim
x→0

"
1

x
�
1 + x+ x2

2 + o(x2) − 1
�2 ·

�
1 + x+

x2

2
+
x3

6
+ o(x3)

−1 − x
�
1 + x+

x2

2
+ o(x2)

�
+

1

2
·
�
1 + x+

x2

2
+ o(x2) − 1

�2
�#

= lim
x→0

−x2

2 − x3

3 + o(x3) + 1
2

�
x2 + x3 + o(x3)

�
x (x2 + o(x2))

= lim
x→0

x3

6 + o(x3)

x3 + o(x3)
=

1

6
,

pa je funkcija definisana u (a) dva puta diferencijabilna u nuli.

2. Odrediti sve α ∈ R za koje se funkcija f(x) = sin |x|
|x|α moжe dodefini-

sati u taqki x = 0, tako da bude neprekidno–diferencijabilna na R.

RexeƬe. Ako je x ∈ R \ {0}, funkcija je beskonaqno diferencija-

bilna (pa i neprekidno–diferencijabilna). Kako je f(x) = sin |x|
|x|α ∼

|x|
|x|α = 1

|x|α−1 kad x → 0, sledi da se za α > 1 funkcija ne moжe dode-

finisati u nuli tako da bude neprekidna (samim tim ni neprekidno–
diferencijabilna), za α = 1 je po neprekidnosti f(0) = 1, a za α < 0
je f(0) = 0.



6. ISPITIVAƫE FUNKCIJA

1. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = ln |x2 − 4x+ 3|.

RexeƬe. Domen: mora biti |x2−4x+3| > 0, tj. x 6= 1, 3, pa je Dom(f) =
(−∞, 1)∪ (1, 3)∪ (3,∞). Domen nije simetriqan u odnosu na 0, pa f nije
ni parna ni neparna. Kako je |R\Dom(f)| = 2, sledi da f ne moжe biti
ni periodiqna.

Nule i znak: vaжi ln |x2 − 4x + 3| > 0 ⇔ |x2 − 4x + 3| > 1. Na
(−∞, 1)∪ (3,∞) posledƬa nejednaqina je ekvivalentna sa x2−4x+2 > 0,
tj. x ∈ (−∞, 1)∪ (3,∞) i x ∈ (−∞, 2 −

√
2)∪ (2 +

√
2,∞), odnosno

x ∈ (−∞, 2 −
√

2)∪ (2 +
√

2,∞). Na (1, 3) posledƬa nejednaqina je ekvi-
valentna sa −(x2 − 4x + 3) < −1, tj. x2 − 4x + 2 > 0, pa je x ∈ (1, 3) i
x ∈ (−∞, 2 −

√
2)∪ (2 +

√
2,∞), odnosno x ∈ ∅. Dakle, f(x) > 0 ⇔ x ∈

(−∞, 2 −
√

2)∪ (2 +
√

2,∞). Sliqno se dobija da vaжi f(x) = 0 ⇔ x ∈
{2 −

√
2, 2 +

√
2} i f(x) < 0 ⇔ x ∈ (2 −

√
2, 1)∪ (1, 3)∪ (3, 2 +

√
2).

Grafik:

20

x = 3x = 1

βα

β = 2 +
√

2

α = 2 −
√

2

Prvi izvod: na Dom(f) vaжi f ′(x) = 2x−4
x2−4x+3 = 2 · x−2

(x−1)(x−3) . Sledi

f ′(x) = 0 ⇔ x = 2, f ′(x) > 0 ⇔ x ∈ (1, 2)∪ (3,∞), f ′(x) < 0 ⇔ x ∈
(−∞, 1)∪ (2, 3).



7. TEHNIKE INTEGRAƨEƫA

ELEMENTARNIH FUNKCIJA

1. Izraqunati

Z 1

0

dx

(x+
√
x2 + 1)2

.

RexeƬe. Podintegralna funkcija je neprekidna, pa dati integral
postoji. SlediZ 1

0

dx

(x+
√
x2 + 1)2

=

Z 1

0

1

(x+
√
x2 + 1)2

· (x−
√
x2 + 1)2

(x−
√
x2 + 1)2

dx

=

Z 1

0
(x−

p
x2 + 1)2dx =

Z 1

0

�
2x2 + 1 − 2x

p
x2 + 1

�
dx

=

�
2x3

3
+ x− 2

3
·
�
x2 + 1

� 3
2

�����1
0

= 1 +
2

3
− 4

√
2

3
+

2

3
=

7 − 4
√

2

3
.

Drugo rexeƬe.Z 1

0

dx

(x+
√
x2 + 1)2

=
n

smena x = sh t
dx = ch tdt

o
=

Z ln(1+
√

2)

0

ch t

(sh t+ ch t)2
dt

=

Z ln(1+
√

2)

0

et+e−t

2

e2t
dt =

1

2
·
Z ln(1+

√
2)

0

�
e−t + e−3t

�
dt

=

�
−e−t − e−3t

3

�����ln(1+
√

2)

0

=
1

2
·
h4
3
− 1√

2 + 1
− 1

3
· 1

(
√

2 + 1)3

i
=

1

6
·
h
4 − 3(

√
2 − 1) − (

√
2 − 1)3

i
=

7 − 4
√

2

3
.

2. Izraqunati

Z 1

0

3
√
x+ 1 −

√
x+ 1

3
√
x+ 1 +

√
x+ 1

dx .

RexeƬe. Podintegralna funkcija je neprekidna na [0, 1], pa dati inte-
gral postoji. SlediZ 1

0

3
√
x+ 1 −

√
x+ 1

3
√
x+ 1 +

√
x+ 1

dx =

§
smena x+ 1 = t6

dx = 6t5dt

ª
=

Z 6
√

2

1

t2 − t3

t2 + t3
· 6t5dt

= (−6) ·
Z 6√ 2

1

t6 − t5

t+ 1
dt = (−6) ·

Z 6
√

2

1

�
t5 − 2t4 + 2t3 − 2t2 + 2t− 2

+
2

t+ 1

�
dt = (−6)

h t6
6
− 2t5

5
+

2t4

4
− 2t3

3
+

2t2

2
− 2t+ 2 ln |t+ 1|

i���� 6√2

1



8. INTEGRALI

1. Izraqunati povrxinu konaqne oblasti ograniqene krivom

(y − 2x2)2 + x2 = 2.

RexeƬe. Skup
�
(x, y) | (y − 2x2)2 + x2

> 2
©

je neograniqen, pa je skup

qija se povrxina traжi S =
�
(x, y) | (y − 2x2)2 + x2

6 2
©
. Kako je

kvadrat realnog broja nenegativan, sledi x2 6 2, (y−2x2)2 6 2. Iz prve
nejednakosti sledi da je x–koordinata taqaka skupa S ograniqena, a
iz druge nejednakosti tada sledi i ograniqenost y–koordinate, pa je
povrxina oblasti S konaqna. Sledi

S =
�
(x, y) | −

√
2 6 x 6

√
2 , −

p
2 − x2 + 2x2

6 y 6
p

2 − x2 + 2x2
©
, tj.

P (S) =

Z √
2

−
√

2

��p
2 − x2 + 2x2

�
−
�
−
p

2 − x2 + 2x2
��
dx

= 2 ·
Z √

2

−
√

2

p
2 − x2dx =

�
smena x =

√
2 sin t

dx =
√

2 cos tdt

�
= 2 ·

Z π
2

−π
2

È
2 − 2 sin2 t · (

√
2 cos tdt) = 4 ·

Z π
2

−π
2

| cos t| · cos tdt.

Kako je funkcija cosx nenegativna na intervalu
h
−π

2
,
π

2

i
, sledi

P (S) = 4 ·
Z π

2

−π
2

cos2 tdt = 4 ·
Z π

2

−π
2

1 + cos 2t

2
dt = 2 ·

�
t+

sin 2t

2

�����π2−π
2

= 2π.

2. Izraqunati povrxinu dela konaqne povrxine ograniqenog krivim

y = ex2

+ cosx i y = x2 − π2

4 + ex2

u xOy ravni.

RexeƬe. Preseqne taqke krivih su
�
−π

2 , 0
�

i
�

π
2 , 0
�

i me�u oblastima
na koje je ravan podeƩena ovim krivim postoji taqno jedna ograniqene

povrxine:
n
(x, y) | −π

2 6 x 6
π
2 , x

2 − π2

4 + ex2

6 y 6 ex2

+ cosx
o
. ƫena

povrxina je

Z π
2

−π
2

��
ex2

+ cosx
�
−
�
x2 − π2

4
+ ex2

��
dx =

Z π
2

−π
2

�
cosx +

π2

4
−

x2
�
dx =

h
sinx+

π2

4
x− x3

3

i���π
2

−π
2

= 2 +
π2

6
.



9. REDOVI

1. Ispitati konvergenciju reda
∞X

n=1

na sin
1

nb
ln
n+ 1

n
, u zavisnosti od

a ∈ R i b ∈ R+.

RexeƬe. Kako 1
nb → 0 kad n → ∞, dati red je, poqev od nekog qlana,

sa pozitivnim qlanovima. Kako je na sin 1
nb ln n+1

n
∼ na · 1

nb · ln
�
1 + 1

n

�
=

na−b · 1
n

= na−b−1 kad n → ∞, po poredbenom kriterijumu dati red
konvergira za b > a, a divergira za b 6 a.

2. Ispitati konvergenciju reda
∞X

n=2

1 − cos 1√
n

(lnn)p
u zavisnosti od rea-

lnog parametra p.

RexeƬe. Kako je lim
n→∞

1√
n

= 0, sledi 1− cos
�

1√
n

�
= 1−

�
1− 1

2n
+o
�

1
n

��
=

1
2n

+ o
�

1
n

�
kad n→ ∞, pa vaжi

1 − cos 1√
n

(lnn)p
∼

1
2n

lnp n
=

1

2n lnp n
kad n→ ∞.

Dakle, red
∞X

n=2

1 − cos 1√
n

(lnn)p
(sa pozitivnim qlanovima) konvergira (po

poredbenom kriterijumu) ako i samo ako je p > 1.

3. Ispitati konvergenciju reda
∞X

n=1

h�
1 +

1

nα

�nα

− e
i

u zavisnosti od

α ∈ R.

RexeƬe. Ako je α < 0, onda je lim
n→∞

�
1 +

1

nα

�nα

= lim
n→∞

enα·ln(1+ 1
nα ) =

lim
m→∞

e
ln(1+m)

m = 1 (ex je neprekidna funkcija), pa opxti qlan reda ne

teжi nuli. Tako�e, ako je α = 0, opxti qlan reda je 2 − e i ne teжi
nuli kad n→ ∞, pa za α 6 0 dati red divergira.
Neka je α > 0. Qlanovi polaznog reda su negativni brojevi, jer je�
1+ 1

x

�x
< e za x > 0, pa dati red konvergira ako i samo ako konvergira

red
∞X

n=1

h
e−

�
1 +

1

nα

�nαi
. Kako je

lim
n→∞

e−
��

1 + 1
nα

�nα�
1

nα

= lim
n→∞

nα ·
h
e− e

nα·
�

1
nα − 1

n2α +o

�
1

nα

��i
= lim

n→∞
e · nα ·

h
1 − 1 +

1

nα
+ o
� 1

nα

�i
= e,
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