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IIpenrosop

OBaj yubcHuk Oa3upaH je Ha NOperaBamuMa U BekOaMma Koje Cy ayTo-
pu Bullle TOAWHA Op:KaIu u3 mpeavera Anrebpa, u kKacuuje Anredpa 1,
y 4eTBpPTOM ceMmecTpy crymuja cmepa Mudpopmarmka ma MaremaTwdakom
darxyarery. OcuoBHe anrebapcke CTPYKTYpe Koje ce opae obpabyjy, meme-
Hujama ce Ha MartemarwurkoMm (akyiaTeTy M3yUyaBajy Ha I[€JIOTOIUIIHeM
Kypcy y OKBUDY cMepa Maremarnka, a mocienmux JeCeTak IONWHA y ABa
jemHOCcemecTpaJsHa Kypca. VMajyhu To y Buay, a u nocebue morpede cTy-
nenara VIHQopMaTrKe, HEIITO OJ Ba)KHOI MaTepujasa je Mopajo na Oyme
M30CTaBJLEHO, AU Ce MIAK BOAWJIO padyHa O TOME Ja Ce€ HajoCHOBHUjU
pe3yJsTaTy U KOHCTPYKUNje UIIak oOpane.

['naBHU neo TekcTa KHUre MONELEH je y IeT Horaasiba. 1IpBo nornasme
je nmocBeheno ocuoBama teopuje rpyna. Ty cy obpabene cBe ocHOBHE Teo-
peMe, aju HEKM OJ HAIpemHujux camp:kaja momyT CHIOBHEBUX TeopeMma,
nyO/ber NCINUTVBAKka IPYNa MaJIol pena, PElIUBUAX I'PYNa, je WIaK MOPAaJo
OUTHU M30CTABLCHO. Y IPYroM HOTJIABLY, Koje je mocBeheHo KoHauHO reHe-
pucauuMm AGesoBUM rpymama, MaTepujaa je crammapaHo obpaben, ocum
IOITO je M30CTaBJLEH NOKA3 jeIUWHCTBEHOCTM HODMaulHe (GopMe, aaud je Ie-
TajbHO obpabhen Meron Kako ce mo oBe popMe moraaszu. Tpehe morsmasme je
nocsehieHo ocHOBaMa Teopuje KOMYyTATUBHUX IPCTEHA CA jeAUMHUIOM, AJIN
ce HUje yna3uio nybipe y Teopujy mupeasa. Kopucrelim npease y npcreny
Z noka3zaHa je KmHecka TeopeMa O ocTamuMma, a Ha CaMOM Kpajy je OUCKY-
TOBaHAa U MYJITUILINKATUBHA IPYyIa KOHAYHOT [10/ba ca IOCEOHNM HArJIaCKOM
Ha IpPUMEHY y eJeMeHTapHO] Teopuju OpojeBa. YerBpro moriasie je
nocseheno pamupemuma moma. OBae je mara cranmapaHa Kponekeposa
KOHCTPYKIMja, MIYCTPOBAHA HA OCHOBHUM IPUMEPKMA, a IPUKA3aHA je u
KOHCTDPYKIMja KOHAUHUX MOJba IMITO je MOCEOHO Ba)KHO 3a CTYACHTE cMepa
Mudpopmarura. Karo ce y oxkBupy Kmure mojaBipyje u HeMaau Opoj 3a-
JaTaka, [eTo Moryasibe je mocBelleHO meTa/sHOM pelleny CBHUX 33aTaka.

[Mocre pemema 3amaraka mara cy W detupu (KparTka) HomaTka. [IpBu
IpencTaB/ba MPENU3Hy KOHCTPYKINjY MPCTeHA MOJNHOMA, €YKINICKOT e-
bewma, Kao U EyKInIoBor ajropurMa 3a IPCTEH IOJUMHOMA HAl IIOJLEM, Ca
KOjUM ce CTyIeHTH cpehy u paHuje, aau umak 0e3 IpaBe MaTeMaTUYKe
roHCTpyKIuje. Ocrasa Tpu HOAATKA Ce TUUY HEKUX TONATHUX MUTAMma U
HaMeHeHa Cy, [IPe CBera, 3HATIKEJbHUJUM CTYLeHTUMA.
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[Ipenopyxra je ayropa oBe KEUre UYATAOIMMA O3 MaKLUBO IPODHY Kpo3
TEKCT IIpe Hero ITOo ce Io3abaBe 3aJalyMa 1 [a CBAKaKO HAjIpe IMOKYIIAjy
Ia 3allaTKe pellle caMy, a He Ja onMax Iuenajy pemmema. 1o je modpo
NIPOBEPEH HAUMH Oa OJ MaTepHrjajia KOjUM PaCIOJIaKeTe CTEKHeTe HajBUIIe
ropuctu. AnreGpa je cmenmguyaa MO TOME IITO CE 3aTAlU HE DA3IUKY]Y
OuTHO OJ Teopuje, ma BaM LOOpPO pasyMeBame Teopuje oMoryhiyje ma u
3a1aTKe YCIEMHO YPAaIUuTe y3 MAaJIo TPYIA.

3a Kpaj, ayTopH! sKejle na u3pas3e 3aXBAJHOCT peleH3eHTHMa Ip 30-
pany Ilymamosuhy, Bampemunom upo¢ecopy I'pabeBumckor ¢akynrera y
Beorpany u ap Tawwm Crojamuumouh, mouenty Maremarumuror ¢aryi-
tera y Deorpany, Ha HU3y BeoMa KOPUCHUX CyTreCTHja KOje Cy ATl U
3axBasbyjyhu uujeMm 3aJjaramy Y OBOj KIU3M MMa 3HAUYAJHO MAMe IITaM-
MapCKUX, Ia U APYTUX TPellaka Hero mrTo Ou mHade O6wmio. A cBakako, 3a
CBe IIpeocTajie I'PenKe, OArOBOPHOCT Ipey3nuMajy ayropu Ha cebe.

Y Beorpamy, centemGpa 2021. Ayropu

IIpenroBop mpyrom m3namy

Y omHOCY Ha HPBO M3Ialme KHBUTe IONAT jé M3BEeCTaH OPOj pPeleHuX
3ajlaTaKa U UCIPaBJ/LEHE CY yOodeHe IITaMIapCKe U APyre IPeIIKe.

Y Beorpany, jamyapa 2025. Ayropn
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1

3a eseMeHT axa” ' KaxKkeMo ma je KOHJYTOBAH enementy x. Ca oBuM

OjMOM KacHUje NeMo ce UecTo cpeTraru.

Crenen eneMmeHTa 2" MOMXKe ce He(UHUCATU U 32 HEraTUBHE mM:

"= (a7 hH™, zan > 1.
Hapasuo, axo je n = 0 y3umamo z° = e. Mowke ce OOKa3aTH Oda OBAKO
nepuaucana creneHa (yHruuja (y rpymm) mma cienehe ocobune (morie-
naTty 3amaTtak 1.7).

CraB 1.4 Heka je G rpyna, z € G u m,n € Z. Taja Baxu:
D™= (™) 2) aMx™ = "t 3) (™) =™,

Konauna rpyma G Moke ce 3aaTé HeHOM TabJMIIOM MHOMKEHA, T3B.
KEJIIMIJEBOM TABJUIOM. OBy Tabuuiy 3a,majeMO TAKO IITO BPCTE U KOJIOHE
O3HAYMMO €JIEMEHTUMAa IPYyIe, a 3aTVM y IPECEKy BPCTe O3HAUEHE Ca 4 U
KOJIOHE O3HaueHe ca b 3amucyjemo eaeMeHT ab. Y HacCTaBKY OBOT IOIJaBJLa
naliemo Kejaujese Tabiauie 3a HEKOJIUKO TpyIa.

HanomeHa. KejnujeBy Tabauiy 3ampaBo MOKeMO (OPMUPATHU 338 CBAKY OU-
HapHYy OllepaIyjy 3a4aTy Ha HEKOM KOHAuHOM ckyny (mro fiemo m umHMTH
y HEKOJIMKO 3aJaTaKa).

[Ipebumo cama Ha mpuMmepe rpymna.

I'pyne ¢popmMmupane on 6pojeBa

IIpBr m HajjemHOCTABHUjU ImpUMepHU T'PyIa Cy Ipyle Koje dpopmMupajy
opojesu. To cy rpyne (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), a rakobe u (Q\ {0},-),
(QT,9), (R\{0},), (R*,-), xao u (C\{0},-). Hapasro, oBne cy + u - yobuua-
jeHe onepanuje cabupama U MHOKeHma 6pojesa, 1ok cy ca QT (ommocno RT)
O3HAYEH!U CBU IO3UTUBHU DANUOHAIHU (OJHOCHO peaJiHu) GpOjeBu.

Hemro cnoxenuju je cnenehn npumep. Hera je n > 2 npuponan 6poj.
ITocmaTpajMoO CKyIl CBUX N-TUX KOPEHA U3 jeqUHUIIE:

Cp,={z€C:z" =1}

IToaceTumo ce KpaTKO TPUTOHOMETPHUjCKOT OOJIUKA KOMIIJIEKCHUX OpojeBa.
Yronuro z = a+bi € C\ {0}, a,b € R, onna ce o MOke HamucaTy y 00IUKY

z = |z|(cos 0 + isinb),

npu uvemy je |z| = va? 4+ b? mMomyn xommiekcHOr Gpoja, HOK je 6 meros
apryMeHT U OH je jemuHcTBeHO oapeben zaxresom ma 6 € [0,27). Ykoauko
jem w € C\ {0}, mera MoskeMo Takohe 3amucaTtu y TPUTOHOMETPU]CKOM
ObIUKY:

w = |w|(cos ¢ + isin @),
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rne ¢ € [0,27). Tazna je

z-w = |z||w|(cosf + isinb)(cos P + isin )
= |z||w|((cos 8 cos ¢ — sin G sin ¢p) + i(sin O cos ¢ + cos O sin ¢))
= |z||w|(cos(8 + @) + isin(d + ¢)).

Hapasao, moxke ce mecutn na je 6+ ¢ > 2w, To je cacBuM y peny, Gopmyiaa
je Tauna. Tarobe (mpucetumo ce Myaspose Gopmyie):

2" =|z|"(cos @ + isin )" = |z|"(cosnb + isinnh).

Yrouuko je |z| = 1, ouga je z = cosf + isinf, 3a mexo 0. IloceGuo, caku
enement un3 C, je oBor oGmmka (momro je z™ = 1, 10 je m |2|" = 1, Te
je |z| = 1). Toramumo na je (C,,-) jemna romyTarwsHa rpymna (maxie
rpymna y KOjoj eJeMeHTU KOMYTHUpajy). 3HAMO Ia je omepalrja MHOMKeha
KOMIUIEKCHIX OpOjeBa M aconyjaTwBHA W KOMyTAaTUBHa. Takobe, Kako je
1™ =1, 1 € C,. Ocraje camo nma ce npoBepu na carku enemenTt u3 C,
nva mHBep3 Koju takobhe mpumana C,. Ho, ako je z = cosf + isinfd € C,,
ouga je 2" = cosnf +isinnf = 1. Cuemu 1 = 2" = 2" 1z = 22" ! ma je
27t =27t =cos(n — 1)0 +isin(n — 1) = 1. ¥3 1o, (2" 1" = (z")""1 =1,
na je 2~ ! = 2""! € C,,, mTo je u Tpebaso morazaru. KOHAUHO, MOXEMO ce
3aITATU YeMy je jemHak apryMeHT mHBep3a z L. Axo je # =0, 1j. z = 1,
Tama je z~! = 1, Tj. apryment 6poja z~! je rakobe 0. Hexka je mame 6 > 0.
Kako Basxku

(cosf + isinf)(cos(2m — 0) + isin(2r — 0)) = cos(27) + isin(27) = 1,

U3 jeIMHCTBEHOCTM MHBEp3a caeiu ma je 2z~ - = cos(2w — 6) + isin(2m — 6),
ma je apryment 6poja z~ ! jemmax 2w — 0 (jep je 27 — 0 € (0,27)).
Komauno, pasmorpumo cayuaj n = 4. Huje temko yrBpauTu ma je
Cy ={1,-1,4,—i}, a OBy rpyLIy MOM¥KEMO IPEICTABUTU HeHOM Kejunjesom
TabIUIOM.
1 -1 i
1 1 -1 i —1
-1 -1 1 — i
i i —1 -1
—i | — i 1 -1

I'pyne ¢opMmupane on Oujekmuja

Hapasuo ma mojam rpyme Huje yBemdeH 300r rpymna Koje uuHe OpojeBu.
Pasmorpumo crnenehu mpumep. Ilocmarpa ce Henmpasan ckyn X u cBe
oujexnuje ckyna X y camor cebe. Ckyn cBux Tux Onjexunuja, y3 Omepanujy

40Ba popMyIa ce MOM¥E DOKA3ATHA NPUMEHOM MATEMATHYKE HHAYKIM]C M IPETXOTHE
hopMyse 3a MHOMKEH € KOMINIEKCHAX OpojeBa.
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KOMIIO3UNKjC TPECAUKaBalma, YMHU Ipyny NEPMYTAIMJIA ckyma X. OBOj
rpynun he Gutu mocsehen mocebGan omemak, a Mu hemo ce oBme mo3aba-
BUTU HEKVM jeTHOCTABHMM IPUMEPUMA T'DyIa KOje YMHE CUMETPUje HEKUX
reoMeTpujckux objerara.

ITocmaTpajMo HEeKM MPaBOYTAOHUK, KOjU HUjE KBAAPAT.

|
|
|
D ! c
|
|
|

|
|
!
A | B
|
|
|

CiukA 1. Ocue pe¢uiiekcuje TpaBOyraoHUKA.

CeMm mpenTruHe TpaHCc(oOpManuje, oBaj IPABOYTAOHUK MMa jOUI CAMO
Tpu cuMmerpuje: aBe ocHe pediercuje (y OXHOCY Ha OCe KOje Cy CuMe-
TpaJie HaCIPAMHUX CTPAaHWNA) U jemHy HeHTpaJHy pediaekcujy (y omaoCcy
Ha LEHTAp IpaBoyraoHuka, Tj. tauky (). JacHo je ma kommo3uuuja e
nBe ocHe peduiekcuje maje meHTpasHy pediaeknujy. O3HAUMMO OBY TPYILY
U HeHe eJeMeHTe ca

V= {5701,02310}7

rIe je ca € O3HaYeHa MIEHTUYKA TpaHchopMmanuja paBHU, 01 U Oz CY OCHE
peduiekcuje, a p nenrpansa pediexcuja. Huje remro cacraBuru Ttabdiaumy
MHOMKEHa Yy 0BOj I'DYIHN.

© | E 01 02 p
€ 3 o1 O2 P
g1 | 01 e P 02
gg | 02 14 & a1
plp 02 01 £

IIpuMeTuMO Oa 3a CBAKM CGJIEMEHT I OBC IDYINC BakKU: T2 = € U Oa je

rpymna komyraruBHa. KacHuje hiemMo BumeTn na u3 mpBe YUHEHUIE CJIEIN U
aopyra. I'pyma V 30Be ce u Knajuosa rpyma, a V' mosazu ox mpBOT CJIOBA
y HeMaukroj peum ,Vier’, mro 3Haum ,uverupu . Ho, npumerumo ma je
oBa rpyma Takohe rpyma cumerpuja joIn jemaHOr mapaJjejorpama. Hawmwme,
aKo IOCMaTpaMoO CPEeIWIITa CTPaHa OBOI IIPaBOyraOHUKA, MOKEMO na KOH-
craryjeMo na oHa ¢opMupajy poMmb u na cy cuMeTpuje IPaBOyTraOHUKA 3a-
npaBo cumerpuje poMmba. OBme umMamMo Ty cCUTyalujy Ia je pomb , myasaan”
TeOMETPUjCKA MPABOYTAOHUKY U Oa AYAJHU T'€OMETPHUjCKU O00jeKTH mMajy
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UCTY TPyIOy cuMerpuja. Bume o oBoM KoHmenty ., ayaaaoctu’ pehwm hiemo
y HapeIHuM OIeJ/LIrMA.

[Mocmarpajmo cnenehu kBampar 'ca nmpunosuma’.

Qo

CnukA 2. Keagpar 'ca nmpusiosuma’.

Keanpar je Beoma cuMerpryHa Qurypa, nMa BUIIE 0CA CUMETPUje, HO
300r nomaTHUX HYKU, HOOUjeHa (Urypa MMa CaMO POTaIllje OKO IIEHTPAa
O 3a cumerpuje. Pamu ce mapasaHo o poramujama (y cMepy CyIPOTHOM
01 KpeTama Ka3zaJbke Ha JacoBHUKY) 3a 90°, 180°, 270°, kao u o porauuju
3a 0°, Koja je 3ampaBo WACHTUUYKa Tpanchopmaimja (Y YBEK MOPAMO Aa
“MaMO aKO JKeJUMO Ia Ko0ujeMo rpyny). AKO ca p 03HAYMMO Ty POTaIUjy
3a 90°, onza je jacHo na je omrosapajylia poranuja 3a 180° 3ampaBo pop =
p?, porammja 3a 270° je p3, nok je p? porammja 3za 360°, mTO je HapaBHO
UIOeHTUYKa TpaHc(opManuja Kojy hemo, Kao 1 rope, O3HAUYUTH Ca E.

Cana mosxkeMo popMupaTy u Tabauny 3a OBY T'DYILY.

ole p p* p
ele p p* P
plp p° P e
pPPlpt P e p
PPt e p PP

3amTo je, Ha mpuMmep, p° o p? = p? VMmamo ma je
pPop?=p°=plop=cop=p.

JacHO je ma mpaBOYraoHWK M OBaj KBAIpPAT Ca AOMAIMA HUCY MOIY-
napHe ¢urype (HUCY HU CJIMYHE), HO OHE UIAK UMajy UCTU OPOj cuMeTpuja.
A, koMmIIeTHY MHOOPMAIM]Y O ,,CUMETPUYHOCTU HEKOr 0OjeKTa HE MO-
JKeMO AoOUTU caMo m3 Opoja H-eroBUX CUMETPHUja, jep je DUTHO U KaKO ce
OHEe KOMIIOHY]jy, Tj. OuTHa je cama I'PYIIA cumeTpuja. A BuauMo ma ce oBe



I'PyIIE
20

Ipyle uUmakx CyITUHCKUA Pa3jiukyjy. ¥ caydvajy Kaajuose rpyme, kBaapart
CBAKOT eJIEMEHTa jeMHAK je HeyTpaJy, HOK y APYTOM CIydYajy UMaMO eJjie-
MEHT YWju KBaJpaT HUje jeTHaK HEyTpaJly, 3alpaBO CBAaKU €JIEeMEHT Te
Ipyle je cTelleH eleMeHTa p. ['pyme 3a Koje je TO ciydaj Ha3mBajy ce
OUKJINYHE TPYyIEe U BhUMa NeMOo ce yCKOPO BHUIle 1103aDaBUTH.

3a Kpaj omejbka IPOBEPHMMO KOja je Ipyla CUMeTpuja jeIHaKoCTpa-
HUYHOT TPOYIJIA.

CiukA 3. Ocue peduiekcuje jeTHAKOCTPAHUYHOT TPOYTJIA.

Tpoyrao uma Tpu oce cumerpuje: p, ¢, r ¥ CTOra IUMaMO Tpu oarosapajyhe
ocHe pediekcuje 0, 04, 0. OCUM OBUX, TPOYrao MMa M TPU POTAIMOHE
cumeTpuje: poraiuje oko neHrpa O y cMepy CyIPOTHOM KPeTamy Ka3ajbKe
Ha yacoBHUKy 3a yruose 0°, 120° m 240°. Hapasmo poramuja 3a yrao
on 0° je mmenTmura TpaHchopMmarnmja €. AKO ca p O3HAUMMO HABEICHY
poramujy 3a 120°, omza je jacHo ma je tpeha poramuja zampaso p?. Ia
6u ce popmmpasia rabanma MHOKeHa (Tj. KejnujeBa rabauna), KopucHo je
3HaTu Besy m3Mehy poranuja u ocuux pediexcuja. Hawmme, Tpanchopma-
Irja Koja ce qo0Mja Kao KOMIIO3UIMja IBE OCHE pediieKCHuje y OAHOCY Ha
npaBe KOje Ce CEeKy je 3alpaBo poTauuja 3a JBOCTPYKU (OPUjEeHTUCAHMN)
yrao Koju Te mpase 3akiamnajy (mormematu cauky 3). Cwmep porammje
HapaBHO 3aBUCH O] HMOPETKa KOMIOHOBama pediackcuja. Crora mmamo
p=0400,=0,00,=0,00,, IOk je p>=p~t=0,.00,=0,00,=0,00,.
Y TO ce MOKEMO YBEPUTHU U AUPEKTHOM IIDOBEPOM Ha TEMEHKMA!

A 02 B, By BYS O, OF AVS A,

Al B2 0V A
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Hanwumuvo cana rabauny MHOXKeHa Y 0OBOj IPYIIU.

Op | Op 0Oq O 52 p P
oqloqg op 0p p 52 P
or|Op 0p Og p P €

Bumumo na oBa rpyma Huje komyraTuBHa (jep meHa KejnujeBa Tabauma

HUje CUMETPUYHA Yy OJHOCY Ha [JIABHY AUjarOHAJLY), A& Y H0) UMaMO TPU

eJIeMEHTa, CEM HeyTpaJia, YMju je KBaApaT jelHaK HeyTpaJy, a U ABa eJje-
MeHTa uuju je Tpehinm cremen jenmak meyrpasay. He mocroju esxeMeHT Tako
[a je CBaKU eJeMEHT HEKU CTeleH TOr m3adpaHor ejeMeHTa — OBa I'PyIa

HUje ONUKINYHA.

I'pyna cumerpuja jeHAKOCTPAHWYHOI TPOYTJIA j€ CIeIUjasaH CIIyYaj
13 HU3a Irpyna, Koje ce Ha3uBajy NUEIAPCKE rpyle W KOje mpeacTaBsLajy

rpyne cuMmerpuja OpaBuiHUX n-toyrioBa. OBa rpyma ce o3nauasa ca Ds,
jep je jemHaKOCTpaHUYHU TPOYTao 3alpaBO IPABUJIHU N-TOYTao, 3a 1 = 3.

OBuM Ba;KHUM T'pylaMa NeMo ce Bullie mo3abaBUTH Yy TOCEOHOM OIEJbKY.

3anaru

1.7 Hoxraszaru cras 1.4.

1.8 Hera je A = {(a,b) : a,b € Q, a # 0}. Horasaru na je (A,0) rpymua,

npu yemy je o 3amaro ca (a,b) o (¢,d) = (ac,bc+ d).

1.9 IloxazaTu ga CKyII

M:{["g 1% :xeR\{O},yeR}

uynHA (HEKOMYTATUBHY) T'PYILY V OJHOCY HA MHOKEH,€ MaTPUIIA.

1.10 IHoxkazatu na CKyI

G:{th 2} :a,beR\{O}}

UVHU T'PYyIIy y OMHOCY Ha MHOKEHmE MaTpUIla.

1.11 oxkazartu na CKym

SLa(Z) = {{Z Z} s a,be,d €L, ad —be = 1}

urHU (HEKOMYTaTUBHY) IPYIY Y OAHOCY Ha MHOMEHE MaTpPULA.
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1.12 TokazaTtu na CKyI

20 —a —a
G = —a 2a —
—a —a 2a

L a e R\ {0}

)

YMHU KOMYTATUBHY I'DYIY y ONHOCY Ha MHOMKEHe MATPULA.

1.13 Hexa je ca M, (R) o3nauen cKyn cBUX MaTpULa Pela N Ca €JIEMEHTUMA
n3 R. JorkazaTu ma ckyn

a a a
a a a

a={1. | i aeR\ {0} p C Mo (R)
a a a

YMHU KOMYTATUBHY I'PYIy y OJHOCY Ha MHOKEH-€ MaTpPUIA.

1.14 TIpermocrasumo na je G C M, (R) takas na je G rpyma y omHOCY Ha
MHOMKEH-e Marpuna. JlokaszaTu ma cy miu cse Marpune u3 G currymapue®
min Cy CBe MaTpuue umu3 G HECUHTYJIapHE.

1.15 Hera je G =QN[0,1). Ha ckyny G mepunucana je omepanmja & ca:

. rz+y, 0<z+y<l1
x@y_{ r+y—1, z+y=>1.

Hoxrazarn na je (G,®) Abenosa rpyna.

1.16 Heka je G = J,—,{z € C : 2" = 1}. Ilokasatu na G 4unM Tpymy y
OHOCY Ha Olepalyjy MHOMCHa KOMIUIEKCHUX OpojeBa.

1.17 Hera je ¢ >0 u V = (—¢,¢). Ha ckyny V nedunucana je onepanuja

@ ca:
V1 + V2

U1 EBU2ZH_—U 102
2
C

Iokazatu na je (G, &) Abenosa rpyma.

1.18 Hexa je 3a a,b € R, a # 0, ¢ysrunja f,p, : R — R nepunucana ca
fap(x) = ax +b. IHorasatu na G = {fap : a,b € R, a # 0} yunu rpyny y
OIHOCY Ha KOMIIO3MIN]y (YHKIUja.

1.19 Ta au je (G, 14) rpyma, ako je: a) G = {1,3,5}; 6) G = {1,3,5,7};
8) G ={1,9,11,13}; r) G = {1,3,5,9,11,13}?

1.20 Hoxrazatu ma noackyn oxm {1,2,3,...,21} xoju camp:ku HEKM mapan
Opoj u 6poj 11 He MOMKe UMHUTU IPYIY Y OJHOCY Ha OIEPAalNjy MHOMKEHA
6pojeBa mo monyny 22.

SMarpuna pena m je CHEryJapHA aKKO je HEeH PAHT MAWHU OX M.
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IToxa3z KomujeBe Teopeme. Ilakie, Hera je G KOHAUYHA T'PYIa U P TPOCT
O6poj koju meau pen rpymne G. Tpeba mokasatu ma y G mOCTOjU €JIEMEHT
pena p. Y Ty CBPXy, Heka je H = (a) Hera mUKIMYHA Ipyla pela p U

X ={(z1,22,...,2p) € GP : 2122 --- T, = €}.
[Ipumernmo npe ceera na je |X| =|G[P~!. Hanme, z1,...,2,_1 MOTy Outn
Ma Koju esementu rpymne G, a Tama je x, = (x1 - x,-1)"'. Crora p | |X|.
Hejcrso rpyne H ma X 3amaro je ca: a- (21,%2,...,%p) 1= (Za,...,Tp, T1).

Ilakie, nejcTBO oAroBapa MUKINYHOM IIEpPMYyTOBalkYy nare p-topke. lIpnme-
TUMO Ja je MOBOJLHO 3aJaTU ACjCTBO reHepaTopa momTo je H nukiangna
rpyna (IejCcTBO OCTAJNUX eJeMeHaTa je jeauHCTBeHO oxpeleHo ycmosoM 0)
n3 nepununuje 1.97). Iposepumo na je (x2,...,zp, 1) € X:

-1
55'2"’55;0—155;)551 :x2...xp_l(x1x2...$p_l) xr1
_ -1 -1,.-1,. _
=T Tp1T, 1 Ty T] Ty =€
Haxmne, nejctBo je mobpo nmedunmcano. Kakxo Opoj ememenara opOure

Ma KOT eJIeMeHTa Aenu penrpyune H, 3akmpydyjeMo ma je 6poj eleMeHaTa Ma
koje opbure ninu 1 nau p. Ilpumernmo ma je opbura enxementa (e e, ..., e)
jemHounana. Kako je X mucjyHkTHA yHHja pa3anduTux opoura, Tj.

X=0UQ U - UQy,

3a opbute Q1,...,Q, 1 KaKo mocroju Hap jeaHa jemHOYJIaHa OpOUTa 3a-
KJYUYjeMO da Mopa ImocTojaTu Oap jomr jeaHa TakBa. Hawmme, YKOJIUKO je
Hup. () jenmua jemHounana opbura, nobusu OUCMO jeqHAKOCT

|GP~ =1+p(k —1).

Ho, oBo mmje moryhe momto p | |G|. Heka je Qo = {(z1,22,...,2p)} jen-
HOuNaHa opbura pasmumunta ox {(e,e,...,e)}. Tama mopa Gurn
a-(x1,22,...,2p) = (1,22, ..., Tp),
Tj.
(x2,...,zp,x1) = (21,22, ..., Tp).
Hobujamo nma je 1 = T3 = -+ = T,. O3Haummo Taj ememeHt ca g. Ilo
OpeTnocTaBsuu, § # e, a ocuM Tora, Kako (g,9,...,9) € X, mopa Guru

g? = e. Ilo memm 1.11 3akpyuyjemMo Ha je g TpasKeHU eJieMeHT pena p. [

Bunenn cmo na je O6poj ereMeHara y OpOMTH HEKOD e€JE€MEHTa jeqHAaK
UHIEKCY crabuami3aropa Tor enemernTa. la aum mocroju Be3a usmeby cra-
Ounusaropa ABa edeMenra u3 ucre opoure? Bawxu caenehu cras.

Cras 1.108 Heka rpyna G gejcteyje Ha ckyny X. AKO Cy efleMEHTU T 1 iy U3 UCTe

opbuTe, oHZA Cy HUXOBU cTabunmsatopu KOHJYTOBAHE MOArpyne, Tj. NOCTOjU

enemeHT g € G TakaB fAa je ¥, = gX.g L.
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IToka3. Ilo mpermocraBuu mocroju enement g € G TakaB ma je y = g - T.
IToxaxumo ma je X, = g, g L.

C. Hekaje heX,. Kakojey=g -z, 0 je g - y=9g7 - (g-2)=e-z=1.

Ilo6ujamo (g thg) -z =gt -(h-(g-2)=9g ' -(h-y) =g ! y=ux Iaxme,

g 'hg€X,, mah€g¥, g ! nuumamo ma je ¥, C g5, 97"

O: Heka je h € 3. Tana je (ghg™')-y =g-(h-(97"y)) = g-(h-x) =gz =y.
Iagne, g¥, g7 C 5,. 0

Hera G nejcrByje sa X m Heka je g enement u3 G. Ckyn cBuUX (UKCHUX
Tavyaka eJieMeHTa ¢, y o3Hauum X9 3amaje ce ca:

XV={reX:g-xz=ux}
IIpumerunmo na Baskm cimenehe: x € X9 ako u caMo ako g € Y.

CraB 1.109 Heka G pejcTeyje Ha X. Ako cy enemeHTV g 1 I KOHjyroBaHu, oHAa
nocToju Bujekumja nameby ckynosa X9 n X"

Ilokas. Hexka je g = khk~!. Ie¢unummmo npeciurasame f: X — X ca
f(z) = k- z. Tokasmmuvo na f ycmocrasma Gujexnujy namehy X" u X9.
Hexka je r € X". Tana je h-x =z, ma caemn

g-f@)=g-(k-z)=k-(h- (k" (k-2)))
=k-(h-(k7'k)-2))=k-(h-(e-2))=k-(h-2)=k-z= f(x).

Haxkme, f [Xh] C X9. Ca gpyre crpane, ako y € X9, Tana je g-y =y, na
Kako je h = k~lgk, cnemm

h-(khy)=(k"'gk)- (k" y) = (K" 'gkk™") -y =k (g-y)=k~" -y,

tj. k~'.y € X" Kaxko je f(k='-y) =y, crenn X9 C f [Xh]7 ma [ 3aucra
YCIIOCTaBJba TPAKEHY OUjeRIujy. O

Popmyna Koja onpehyje 6poj pazauuuTux opobUTa je BeoMa KOPUCHA Yy
pasHuM npuMenama. Jlajemo je y OKBUDY HapenHe TeOpPeMe.

Teopema 1.110 Heka konauHa rpyna G gejcTeyje Ha kKoHauHom ckyny X. Tapa
je 6poj paznnuuTmnx opbuTa jegHak 6pojy

1
PP
geG
Ioka3. OsmaumMo Tpaskenu 6poj paznmuutux opbura ca k. Ilakie,
X=0.U---UQy,

roe cy §; pasauuure opbute. ITocmarpajmo ckyn E 3amar ca

E={(g,z) eGxX:g -z=uz}
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Ipumernmo mna z € X9 arko (g,z) € F akko g € X,.

,1Ipebpojahemo” enemente y E Ha npa mauwmuaa. [IpuMmerumo Hajupe na je

E=| |{g} x X¥.

geqG

Hakie,

Bl =) |X9]. (1.19)

geqG

C mpyre crpame, B =| |, . ¥, x {z}. IIpema Tome,

B-Y 5 -3 Y [

rzeX =1 x€Q);

Kako enemenTtn m3 mcre opbure mMmajy KOHjyrosaHe crabummsatope (mO
crasy 1.108), To je |¥;| = |¥,| ykomuko cy = u y y ucroj opburu. M3a-
OepuMO TO jemaH ejJeMeHT x; u3 cBake ox opbura (2;. Ilo craBy 1.105
nobujamMo

k k k k
El=3 3 (8l = Y 1080 = Y16 5,180 = Y 16] = kGl
=1

i=1 z,€Q; i=1 i=1
M3 (1.19) u nperxoaHe jeIHAKOCTU CJIeAN TPAKEHU Pe3yJITar. O
3a Kpaj HABOAMMO IBa HpUMepa HpUMEHEe yIpaBo JOoKa3aHe (popMyJie.

IIpumep 1.111 TemeHa kBagpaTta 6ojumo ca Age 6oje. Ha konuko ce HaumHa TO
MOXe U13BECTU?

Pememe. OBo je jemHocTaBaH IpuMep U 3a HETOBO pellaBame HaM HIUje
HCOMXOJHO MCjCTBO I'PYIE, ajJu HaM MOMKC JOOPO MOCIY:KUTU A WIYCTPY-
jemo meron. Hajupe To ypamuMo AUPEKTHO.

Permumo ma cy mam Goje mimaBa u mpBeHa. JacHO je ma camMo Ha IBa
HaunHAa MOKeMO 00OjUTH CBa TeMeHa WMCTOM 0O0joM — WM Cy CBa ILIaBa,
UM Cy CBa IPBEHA. Y KOJWKO TPU TeMeHa DOjuMO mcToM DOjoM, a Y4eTBPTO
OHOM IPYTOM TakoDe TO MOXKeMO M3BECTV Ha ABa HAUVWHA — TPU IIJIaBOM
U jeIHO UPBEHOM, MJM TPU LUPBEHOM U jeTHOM IIaBoM. KOHaUYHO, aKO IBa
TeMeHa 00juMO jemHOM, a ABa APYroM 00joM, OHIA UMAMO ABA HAUWHA, WU
cy HaM uctoM OojoMm obojeHa ABa cycenHa, Wiau ABa HacupamHa. lakie,
YKYIHO rMaMo 6 pasiamuntux Oojema. JacHO je nga OGucMo Buie MOpaJiu
ma ma3uMo ako 6m ce 6poj boja ysehao.

YpanuMmo caja To cucreMarcku, nomolly mejcrBa rpyna. TemeHa maTor
KBaJpaTa HUCY O3HAaueHa, aju cana ux osnauumo ca A, B,C,D. Ilocma-
TpaMoO caga CKym X CBUX O3HAUEHUX M 000jeHux kBaapara. [lomro cBako
Teme MokeMo ma obojumo ca mse Goje To je |X| = 2% = 16. Ho, To mmje
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2’y+y /x = 0. Huje Temko nposeputu na oBaj cucreM mMa (jeIMHCTBEHO)
pemewe ' = 1/z uy = —y (z #0) u Basku z’' # 0. Ilarkne, A’ je uaBep3
MaTpuie A.

1.10 [lora:kuMO TPBO Oa je MHOKEHmE MaTpUIia omeparuja Ha crymy G.
Heka je A,B € G. Tana 3a meke ay, by, as,bs € R\ {0}, Basku

o aq 0 o a9 0
A_[al_bl b1:|’ B_{a2—b2 b2]’

ma je

_ ax 0 as o a1a29 0
AB = |:a1 — bl b1:| |:a2 — b2 b2:| o |:a1a2 — ble b1b2:| )

Kaxko je ajas # 0 u biby # 0, 1o je AB € G.
AconujaTusrOCT ce OHOBO ,npenocu’ u3 My (R), a meyrpas je maTpuna

1 0 1 0
I_{O 1}_{1—1 1]'
a 0

a—b b} € G. Heka je To maTpuna

Onpenumo mHBEpP3 Marpuie A = [

/

Al = L’_b/ I?’] Tana paxu AA = A’A =1, Tj.

aa 0| | da o] [1 0
aa’ —bb' bb'|  |da—0bb Vbl |0 1|°

WsjenmnauvaBamenm onrosapajyhux esemenaTa OBUX MaTpuila q00OKUjaMo cie-
nehe jemmakoctu: aad’ = da=1, ad — b =0u bl =1, na jed =1/an

b =1/b, omrocuo
;o 1/a 0
A= L/a—l/b l/a] €C

je unsep3 maTpuie A.

1.11 Tpumerumo na je SL2(Z) cxyn marpuna uz My(Z) uuja je merepmm-
HAHTaA jenHaxa 1.

Heka je A,B € SLy(Z). Tama je AB € Ms(Z), Tj. cBu eneMmenTH
marpune AB cy mneau G6pojesu. Kako je mo DBune-Komwujesoj teopemu
det(AB) = det(A) det(B), o je u det(AB) =1, na Basku AB € SLy(Z).

Kao y mperxomHoM 3aiaTKy 3aKbydyjeMo Aa je omepalmja acoluja-
TUBHA U 1a je meH HeyTpaa I (jep je I € SLy(7Z)).

Horaxmvo n na marpuna A € SLy(Z) nma uaBep3 v SLy(Z). Heka je

a b . —1
A= e dl- 3HaMo ma WHBEp3 Marpuie, Tj. A7, MOKEMO OADPEeIUTHU IIO

hopMyIu

A7t adj(A),

~ det(A)
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na kako je det(A) =1, To je

—C a

AT = adj(A) = {d ‘b} .

Haxne, A™' € My(Z), na xaxo je det(A™') = da — (—b)(—c) = det(A) = 1,
3akmydyjemo ma Bazkum A~L € SLy(Z).

2a¢ —a —a
1.12 Oznaunmo M, = |—a 2a —a| (3a a € R\ {0}).

—a —a 2a

Muoskeme MaTpuna je onepamvja Ha G, jep 3a a,b € R\ {0} Baskn

2a —a —a 26 —b b 6ab —3ab —3ab
—a 2a —a| |-b 20 —-b| =|—-3ab 6ab —3ab],
—a —a 2a -b —b 2b —3ab —3ab 6ab

Tj. My - My = M3gp, € G.

Muosxkeme mMaTpuna je acounjatnsHa omepanuja Ha M3(R), ma u ma G,
a IO MPEeTXOMIHO] jeIHAKOCTU U KOMyTaTuBHa Ha (.

HeyTpan je marpuna M, (e # 0) taksa na 3a cse a € R\ {0} Baxkn
M, -M,=M, M, =M,.
ITo mperxommoM 0BO Basku ako m camMo ako je Mszy,e = Mse, = M,. Iakie,
HEyTpaJl je MaTpuia M%.
Marpuna M, je uasep3 marpune M, (3a a € R\ {0}) ako u camo ako je
b # 0 u Basku
Ma-szMb-MazM%.
Kako je M, - My = My - M, = Ms,p, naBep3 marpure M, je marpuna MQL.

KomenTap. IIpumerumo na HeyTpaJ HUje jeIMHUYHA MATPUIA, UAKO je OIe-
panrja y Tpynou MHO:KeHe Marpuna. llorirenatn m HapemHa OBa 3aJaTKA.

a a a
a a ... a

1.13 Osnmaummo M, = | . . .| (3@ aeR\A{0}).
a a ... a

Muoskeme Marpuna je onepanuja Ha G, jep 3a a,b € R\ {0} Baxku

a a ... a b b ... b nab nab ... nab
a a a b b b nab nab ... nab
a a ... a b b ... b nab nab ... nab
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Muoskeme Marpuna je aconujarusHa onepanuja Ha M, (R), na u #a G,
a IO MPEeTXOMIHO] jeIHAKOCTU U KOMyTaTuBHa Ha G.

Heyrpaxn je marpuna M, (e # 0) Taxsa na 3a cse a € R\ {0} Baxn
M, M,= M, - M, = M,.

Ilo nmperxomsHoM 0BO BaskM ako um camo ako je Mpze = Muyeq = M,, na je
HeyTpaJ marpuna M.

Marpuna M, je nasep3 matpuune M, (3a a € R\ {0}) ako u camo ako je
b# 0 u Baxu
M, - My = M,-M, = M.

Kako je M, - My = My - M, = M,,qp, uaBep3 3a M, je maTpuna M%.

KomeHTap. IIpumerumo ma HEyTpas HUje jeIMHUYHA MATPUIA, UAKO je Ole-
pauuja y Tpynu MHOKeme Mmarpuna. llormematm m mpeTxomHH, Kao u
HAPEIHU 3aTaTaK.

1.14 Enemente rpyne G o3nauasalieMo manuMm ciaoBuMma (ga uX He BUCMO
OMeInaau ca MCTakHyTuM ejementuma ckyna M, (R)); wameby ocrasor,
meyrpaJ rpyne G hemo o3mauuTu ca e.

[Momcerumo ce ma je Marpuia CHUHCYJapHA aKO M CaMO akKO je HeHa
nerepMuHaHTa jenHaka 0. Pa3dmorpumo cana cnenehe ciyuajese.

1° e je cunrynapra. Tana je det(e) = 0. Heka je a € G mpoussomuo. Kako
je e Heyrpaus rpyne G Baxu a-e = e-a = a, na je no bune-Komujesoj
TeopeMu

det(a) = det(a - e) = det(a) - det(e) = 0,

ONHOCHO @ je CHHI'yJapHa, LIITO je 1 Tpebaao NOKa3aTU.

2° e je HecuurynaprHa. Tama je det(e) # 0. Heka je a € G mpousBoLHO.
Hosomuo je mokaszatu na det(a) # 0. IIpermocrasumo cynporuo. Tana 3a
UHBEP3 ' eJIeMeHTa @ BAKU a-a | 1.4 = e, na je mo Bune-Kommujesoj
TeopemMu

:a_

det(e) = det(a - a™') = det(a) - det(a™') = 0,
IITO je KOHTPAAUKIN]A.

1.15 Hexka je x,y € G. Jacuo je na je rama x ®y € Q. IIpoBepumo na je u
Oy €0,1). Aroje 0<xz+y <1, ramajexzdy=xz+y € [0,1); aro je
r+y>1,Tanajexdy=x+y—1, na kako je x +y < 2 (jep je z,y < 1),
TO je 1y oBoM ciayuajy ¢ Gy € [0,1). Hakue, ® je onepammja ua G.

HokaskuMo na je © aconujaTuBHa omnepainmja (HOTJIEIATH U KOMEHTAD).
Hera je z,y,z € G. Ilpumerumo na y mneduHUIUju omepanuje () MMaMO
,aBa ciayuaja’. To mam cyrepume na hemMo u IpUIVKOM JOKA3UBAMKa acO-
IMjATUBHOCTU MMATHU HEKOJIUKO CIIyYajeBa, KOje Pas3ianKyjeMO KaKo OmcMOo
n3pauyHamu (x Gy) Bz u z @ (y P 2).

Coyuaj 1. 0K z4+y<1lum0<<y+z<1.
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Pen npou3Bona esemeHnara

Y oBom gmeny mokazahemo ma 3a cBaka TpPW IPUPOTHA Opoja m,n,r KOju
cy csu Behu ox 1, nmocroju rpyna G u eneventu a u b u3 G TaxkBu ga je
w(a) =m, w) =n u w(ab) =r.

[Tobumo ox rpyme SLo(C):

SLy(C) = {[Z Z] :a,b,c,de(C,ad—bc:l}.

HokaskuMo Hajupe na je —I jenquHu ejleMeHT OBe I'pyIle KOju je pena 2

(oBme I o3mauaBa jenuumuny Marpuny). Hawmme, ykonuko je A = {Z Z}
a b la bl (1 O
c d c d| |0 1

a?+bc=1, ab+bd=0, ca+dc=0, cb+d*>=1. (IL.1)

pena 2, onga je

Te mobujamo

IIpermocraBumo ma je a+d = 0. Tanga u3 jemuakoctu ad — bc = 1 mobujamo
a®+bc = —1, mro mpotuspeun npsoj jemmaroctu y (I1.1). Iarme, a+d # 0
u u3 npyre u tpehe jenmarkoctu y (II.1) mobujamo b = ¢ = 0. Caenu na
jea?> =d> =1wuad = 1. lpema Tome a = d € {—1,1}. C ob63upom na je
A pena 2, nakne, A # I, nobujamo ma je A = —I, mITO CMO U KeJeIn Ia
JOKAKEMO.

Heka cy cama u,v,w enementu m3 C\ {0} pemom pemosa 2m,2n,2r.
ITocmaTpajmo marpuie



