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Predgovor

Ovaj u
benik baziran je na predavaǌima i ve�bama koje su autori vixe godina
dr�ali iz predmeta Diskretne strukture 1 u prvom semestru studija smera In-
formatika na Matematiqkom fakultetu u Beogradu. U zavisnosti od toga kako
se razvijala konkretna akademska godina, pre�eno je maǌe ili vixe pojmova koji
se pojavǉuju u ovom u
beniku. On je pre svega nameǌen studentima Informatike
na Matematiqkom fakultetu, ali ga mogu koristiti i studenti Matematike kao
dopunski materijal za kurs Uvod u matematiqku logiku ili za sam uvod u teoriju
brojeva.

Kǌiga se sastoji od devet osnovnih poglavǉa, zatim poglavǉa u kome su data
rexeǌa svih zadataka, kao i dva dodatka.

Prvo poglavǉe je posve�eno osnovnim pojmovima o skupovima. Naravno, sa ovim
pojmovima qitaoci su se ve� sreli u ranijem xkolovaǌu, te je stoga ovde uqiǌen
pokuxaj da se oni malo pa�ǉivije uvedu nego xto je to bilo u osnovnoj i sredǌoj
xkoli. Navedene su aksiome teorije skupova da bi se istaklo na xta je va�no
obratiti pa�ǌu, a svakako ne zato da bi se u ovoj kǌizi razvijala aksiomatska
teorija skupova. Ovde posebno skre�emo pa�ǌu na to kako je razrexeǌe Raselov
paradoks, koji nas upozorava na to da ne mo�emo bax svaku kolekciju objekata naz-
vati skupom, a istiqemo i predstavǉaǌe skupova Venovim dijagramima, posebno
kako predstaviti uniju qetiri skupa Venovim dijagramom, xto qitaoci verovatno
nisu imali prilike da vide do sada. Drugo poglavǉe je posve�eno relacijama,
posebno binarnim relacijama na datom skupu. Tu se bavimo pojmom relacije ek-
vivalencije, koji je svakako poznat qitaocima iz ranijeg xkolovaǌa, kao i pojam
relacije parcijalnog, odnosno delimiqnog ure�eǌa, koji je verovatno maǌe poznat.
Va�no je napomenuti da se pojam najve�eg i pojam maksimalnog elementa u nekom
skupu ne poklapaju u opxtem sluqaju, bax zbog toga xto se radi o delimiqnom ure
�eǌu. Istiqemo i pojam matrice relacije koji je posebno va�an u informatici.
U tre�em poglavǉu se uvodi pojam funkcije kao specijalan sluqaj relacije. Tu
je bitan i pojam domena funkcije, sa kojim su se qitaoci verovatno sreli u sred-
ǌoj xkoli, ako su tamo ispitivali funkcije koriste�i osnove diferencijalnog
raquna. Va�no je da qitaoci ovde upoznaju pojmove injekcije, surjekcije i bijek-
cije, kao i inverzne funkcije. Osim toga, veoma je koristan pojam karakteristiqne
funkcije podskupova i ǌihove primene u dokazivaǌu raznih skupovnih identiteta.

Qetvrto poglavǉe, koje nosi naziv ,,Brojevi” je najdu�e u celoj kǌizi, ali je
od posebnog znaqaja. U poqetnom delu bavi se matematiqkom indukcijom, va�nim
oru�em za dokazivaǌe u matematici, kojoj se ovde temeǉnije pristupa nego xto je
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6 PREDGOVOR

to sluqaj u sredǌoj xkoli. Mi u ovoj kǌizi uvodimo prirodne brojeve, a dajemo
i konstrukciju celih brojeva na osnovu prirodnih. Pojam deǉivosti je od cen-
tralnog znaqaja kao i Euklidov algoritam koji se ovde obra�uje. Imamo i primere
Diofantovih jednaqina, kao i rexavaǌa kongruencija, uz posebno va�nu Kinesku
teoremu o ostacima. Primene rezultata ovog poglavǉa su data u drugom dodatku
posve�enom RSA algoritmu u kriptografiji. Naredno poglavǉe je kra�e i ono je
posve�eno konaqnim i beskonaqnim skupovima, posebno prebrojivim skupovima.

Xestim poglavǉem poqiǌe izuqavaǌe formalne logike i naravno prvo na redu
je iskazna logika. Tu imamo i pojam tautologije, kao iskaza koji je uvek taqan,
kao i kontradikcije, iskaza koji je uvek netaqan. Pojam tautologije je qitaocima
svakako poznat iz xkole, kao i metod tablica. Ovde pokazujemo i druge metode,
poput metoda tabloa i metoda razrexeǌa. U raqunarskoj literaturi kod nas se
uobiqajilo da se metod razrexeǌa naziva metod rezolucije, pa smo mi najqex-
�e koristili taj termin, ali je razrexeǌe odliqan termin na srpskom koji oz-
naqava xta zapravo radimo. Slede�e poglavǉe se bavi formalnim sistemima u
kojima se formalizuje pojam dokaza. Ovde nam je glavni primer Iskazni raqun.
Osmo poglavǉe je posve�eno predikatskoj logici, gde se uvode i kvantifikatori
,,postoji” i ,,za sve” i koja nam omogu�ava formiraǌe znatno slo�enijih teorija.
Pojam vaǉane formule, tj. formule koja je taqna u svim interpretacijama, odgo-
vara pojmu tautologije (zapravo su neke od vaǉanih formula tautologije). Sa
tim pojmom se qitaoci nisu ranije sretali, a implicitno se pojavǉuje u drugim
matematiqkim kursevima. I ovde se razmatraju odgovaraju�i metodi za dokazi-
vaǌe vaǉanosti formula. Deveto poglavǉe je posve�eno Bulovim algebrama. Za-
pravo, Bulove algebre su mogle biti uvedene i ranije, ali je ipak odluqeno da
one budu predstavǉene na kraju. Bulove algebre su naravno od velikog znaqaja u
raqunarstvu i qitaoci �e se sa ǌima sigurno sretati u drugim kursevima. Ovde
posebno istiqemo metod minimizacija bulovskih izraza baziran na Karnoovim
mapama. Grejovi kodovi, koji su u vezi i sa ovim pojmovima, obra�uju se u prvom
dodatku.

Va�an deo kǌige qine zadaci. Dobro je poznato da ,,matematika nije sport
gledalaca”. Zadaci su neophodan deo svakom matematiqkog kursa – neki vole da
ka�u: ,,Na kursu srpskog jezika pixemo sastave, a na kursu matematike rexavamo
zadatke!” U ovoj kǌizi, zadaci se nalaze na kraju svakog od osnovnih poglavǉa, dok
su ǌihova rexeǌa navedena u posebnom, desetom, poglavǉu. Va�no je da qitaoci
najpre sami pokuxaju da rexe zadatak pre nego xto potra�e ǌegovo rexeǌe. Tako
�e od zadatka imati znatno vixe koristi, qak i ako ne uspeju da ga rexe. Naravno,
ukoliko rexe zadatak, opet mogu pogledati i dato rexeǌe, mo�da nexto novo nauqe
iz ǌega!

Za kraj, autori �ele da izraze svoju zahvalnost recenzentima dr Nebojxi
Ikodinovi�u, redovnom profesoru Matematiqkog fakulteta, dr Zoranu Pucanovi-
�u, redovnom profesoru Gra�evinskog fakulteta i dr Miloxu Bankovi�u, do-
centu Matematiqkog fakulteta, kao i dr Slavku Mocoǌi, vanrednom profesoru
Matematiqkog fakulteta, koji je, ne u svojstvu recenzenta, nego u svojstvu kolege,
pregledao ceo tekst. Svi oni su dali niz veoma korisnih sugestija i zahvaǉu�i
ǌima u kǌizi ima znaqajno maǌe xtamparskih, ali i materijalnih grexaka nego
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xto bi inaqe bilo! Svakako, za sve preostale grexke, odgovornost preuzimaju
autori na sebe.

U Beogradu, maja 2025. godine

Autori



Glava 1

Skupovi

1.1 Formira�e skupova

Pojam skupa je intuitivno vrlo jasan, mada se precizno opisuje tek aksiomama
teorije skupova, koje �e biti izlo�ene u nastavku. Raselov1 paradoks nas brzo
mo�e ubediti zaxto nije tako jednostavno opisati nexto xto je skup.

Naime, neka je S saqiǌen od elemenata x za koje va�i x /∈ x. Da li je S ∈ S?
Ako jeste, onda prema tome kako smo definisali S va�i S /∈ S, xto je nemogu�e.
S druge strane, ako nije S ∈ S, onda S ispuǌava svojstvo elementa od S, xto je
tako�e nemogu�e. Dakle, S nije skup.

Osnovna relacija me�u skupovima je ve� pomenuta relacija pripadnosti. Skup
x pripada skupu y zapisujemo kao x ∈ y i ka�emo da je x element skupa y. Naravno,
ovde �emo podrazumevati da su qitaoci upoznati, kao xto i jesu, sa osnovnim
pojmovima teorije skupova.

Navedimo sada aksiome teorije skupova.

Aksiome teorije skupova:

A1 (Aksioma ekstenzionalnosti ili Aksioma obuhvatnosti) Dva skupa su jednaka
ako imaju iste elemente.

Poenta ove aksiome je da je skup potpuno odre�en elementima koji se nalaze
u ǌemu, nije bitan ǌihov poredak niti qiǌenica da je neki element mo�da
naveden vixe puta.

A2 (Aksioma praznog skupa) Postoji skup koji nema nijedan element. Oznaqava�emo
ga sa ∅.

Aksioma praznog skupa nam garantuje da postoji bar jedan skup – prazan skup.
Na osnovu prve aksiome prazan skup je jedinstven.

1Bertrand Russell (1872-1970), britanski filozof i matematiqar

9



Glava 2

Relacije

2.1 Osnovni pojmovi i osobine

Prvi i najpoznatiji primeri relacija su relacije ≤, =, ⊆, i tako daǉe. Nefor-
malno reqeno, pojam relacije bavi se ostvarivaǌem veza izme�u nekih elemenata
skupova koje posmatramo. Matematiqka definicija glasi ovako:

Definicija 2.1 Neka su A i B skupovi. Relacija ρ sa skupa A u skup B je svaki
podskup od A × B. Dakle, ρ ⊆ A × B. Ako je A = B onda ka�emo da je ρ binarna
relacija na skupu A.

Za (a, b) ∈ ρ koristimo i zapis a ρ b.

Ukoliko su A i B konaqni skupovi, relaciju ρ ⊆ A × B mo�emo predstaviti u
formi dijagrama koji se formira na slede�i naqin:

� elementima skupa A i skupa B pridru�imo taqke u ravni,

� ukoliko je (a, b) ∈ ρ, tada od taqke pridru�ene elementu a ∈ A polazi usmerena
strelica ka taqki koja je pridru�ena elementu b.

Primer 2.2 Neka su skupovi A = {1, 2, 3, 4} i B = {a, b, c}. Relacije

ρ = {(1, b), (2, a), (2, c), (3, b)} ⊆ A×B i σ = {(1, 2), (3, 1), (3, 3), (4, 1), (4, 2)} ⊆ A2

pomo�u dijagrama predstavǉamo na slede�i naqin:

A B

ρ

1
2
3
4

a

b

c

σ

1 2

34

.
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Glava 3

Funkcije

3.1 Osnovni pojmovi i osobine

Neka su dati skupovi A i B. Funkciju iz A u B zamixǉamo kao dodeǉivaǌe
elementima skupa A elemente skupa B, na neki naqin. Uvex�emo funkciju preko
pojma relacije i lako se mo�emo uveriti da se ta definicija poklapa sa naxom
intuicijom.

Definicija 3.1 Neka je f ⊆ A×B relacija. Ka�emo da je f funkcija ako za svako
a ∈ Dom(f) postoji taqno jedno b ∈ B tako da (a, b) ∈ f .

Ako je f ⊆ A×B funkcija, umesto (a, b) ∈ f pixemo b = f(a). Ako je Dom(f) = A,
pixemo f : A→ B i ka�emo da je f funkcija iz A u B. Skup A tada nazivamo domen
funkcije f , a skup B kodomen.

f
A B

nije funkcija iz A u B

f
A B

nije funkcija iz A u B

f
A B

funkcija iz A u B

Ukoliko f : A→ B i ako je C ⊆ A, onda mo�emo definisati restrikciju funkcije
f na podskup C sa

f |C := {(x, y) ∈ f : x ∈ C}.
Tada f |C : C → B i f |C(c) = f(c) za sve c ∈ C.

Ako je f : A → B funkcija, znamo da je f−1 inverzna relacija. Zanima nas pod
kojim uslovima je f−1 tako�e i funkcija. Kako je

Dom(f−1) = Im(f) = {b ∈ B | postoji a ∈ A tako da (a, b) ∈ f}
= {b ∈ B | postoji a ∈ A tako da f(a) = b},

51



Glava 4

Brojevi

Prve aksiome teorije prirodnih brojeva uveli su Peano1 i Dedekind2 krajem 19.
veka. Doka�imo za poqetak par tvr�eǌa koja �e nam kasnije biti potrebna.

Tvr�eǌe 4.1 a) Ne postoji skup x takav da je x ∈ x.

b) Ne postoje skupovi x i y takvi da x ∈ y i y ∈ x.

Dokaz. a) Pretpostavimo da je x ∈ x za neki x. Posmatrajmo skup A = {x}. Iz
x ∈ x i x ∈ A sledi da je A ∩ x ̸= ∅. Prema aksiomi regularnosti, postoji a ∈ A
tako da A ∩ a = ∅. S druge strane, jedini element u A je x. Na osnovu aksiome
regularnosti dobili smo kontradikciju.
b) Neka je x ∈ y i y ∈ x, za neke x i y. Neka je A = {x, y}. Kako je x ∈ A i x ∈ y,
sledi da je A ∩ y ̸= ∅. Tako�e, iz y ∈ A i y ∈ x sledi da A ∩ x ̸= ∅. Jedini elementi
u A su x i y, pa opet dobijamo protivreqnost sa aksiomom regularnosti. □

Napomena 4.2 Posebno, sada znamo da ne postoji skup koji sadr�i sve skupove
poxto bi takav skup sadr�ao sam sebe kao svoj element, a vidimo da to nije mogu�e.

Tvr�eǌe 4.3 Ako je x ∪ {x} = y ∪ {y}, onda je x = y.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno: neka je x ̸= y. Kako je

x ∈ x ∪ {x} = y ∪ {y},

to je x ∈ y ili x ∈ {y}, odnosno, x ∈ y ili x = y. Zbog pretpostavke, mora biti
x ∈ y. S druge strane iz y ∈ y∪{y} = x∪{x} sledi da je y ∈ x ili y = x. Dakle, y ∈ x.
Zakǉuqili smo da je x ∈ y i y ∈ x. Zbog tvr�eǌa 4.1b, ovo je kontradikcija. □

Prilikom uvo�eǌa Peanovih aksioma vodilo se raquna o tome da se formira
xto je mogu�e maǌi skup pravila (aksioma) kojim bi se formalno opisao skup
prirodnih brojeva, va�an i na intuitivnom nivou svima dobro poznat objekat.

1Giuseppe Peano (1858-1932), italijanski matematiqar
2Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916), nemaqki matematiqar
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Glava 5

Konaqni i beskonaqni skupovi

5.1 Konaqni i prebrojivi skupovi

Pre nego xto uvedemo definiciju konaqnih i beskonaqnih skupova doka�imo sle-
de�e tvr�eǌe koje �e nam obezbediti korektnost pomenutih definicija. Kako
�emo u ovom poglavǉu u vixe navrata pomiǌati skup {1, 2, . . . , n}, kra�e �emo ga
oznaqavati sa Nn.

Tvr�eǌe 5.1 Neka su m,n ⩾ 1 prirodni brojevi. Ako je f : Nm → Nn injekcija,
tada je m ⩽ n.

Dokaz. Neka je Φ(m) iskaz: ,,ako je f : Nm → Nn injekcija, tada je m ⩽ n”.
Primenom matematiqke indukcije po m poka�imo da svojstvo Φ(m) va�i za sve
prirodne brojeve m ⩾ 1.

Ako je m = 1, tada je m ⩽ n, za bilo koje n ⩾ 1, pa Φ(1) trivijalno va�i.
Pretpostavimo da je taqno Φ(m) i doka�imo da tada va�i i Φ(m + 1). Neka je
f : Nm+1 → Nn injekcija. Oznaqimo sa b = f(m+1). Tada je funkcija g : Nm → Nn\{b}
definisana sa g(x) = f(x) injekcija. Nije texko uveriti se da je i funkcija
h : Nn \ {b} → Nn−1 definisana sa

h(x) =

{
x, x < b

x− 1, x > b

tako�e injekcija. Kako su g i h injekcije, na osnovu primera 3.9, kompozicija
h ◦ g : f : Nm → Nn−1 je tako�e injekcija. Prema tome, na osnovu induktivne
pretpostavke sledi da je m ⩽ n− 1. Iz posledǌeg zakǉuqujemo da je m+ 1 ⩽ n, pa
va�i Φ(m+ 1). □

Definicija 5.2 Neprazan skup X je konaqan ako postoji prirodan broj n takav
da postoji bijekcija f : X → Nn. Tada ka�emo da X ima n elemenata i pixemo
|X| = n. Ako skup nije konaqan, ka�emo da je beskonaqan.
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Glava 6

Iskazna logika

6.1 Uvod

Iskaz je reqenica koja je ili taqna ili netaqna. Taqne iskaze formalno �emo oz-
naqavati sa 1 a netaqne sa 0. U nastavku navodimo par primera taqnih i netaqnih
iskaza.

,,Ne postoje a, b ∈ Z takvi da je
√
2 =

a

b
.” (Taqan.)

,,Broj 1 je rexeǌe kvadratne jednaqine x2 − x+ 3 = 0.” (Netaqan.)
,,Zemǉa je najve�a planeta u Sunqevom sistemu.” (Netaqan.)
,,2 + 3 > 4.” (Taqan.)

Od iskaza se mogu formirati slo�eni iskazi. Osnovna osobina slo�enog
iskaza je to da je ǌegova istinitosna vrednost potpuno odre�ena istinitosnom
vrednox�u iskaza koji figurixu u ǌemu. Slo�eni iskazi se formiraju uz pomo�
iskaznih operacija. Izdvajamo xest operacija koje odgovaraju veznicima govornog
jezika.

Definicija 6.1 Konjunkcija iskaza p i q je iskaz p ∧ q (,,p i q”). Taqan je ako su
taqni i p i q. U svim ostalim sluqajevima je netaqan.

Definicija 6.2 Disjunkcija iskaza p i q je iskaz p∨ q (,,p ili q”). Netaqan je ako
su netaqni i p i q. U svim ostalim sluqajevima je taqan.

Definicija 6.3 Implikacija iskaza p i q je iskaz p⇒ q (,,p povlaqi q”). Netaqan
je ako je taqan p i netaqan q. U svim ostalim sluqajevima je taqan.

Iskaz p ⇒ q jox qitamo i: ,,ako p onda q”, ,,iz p sledi q”, ,,p implicira q”, ,,p
je dovoǉan uslov za q”, ,,q je potreban uslov za p”, ,,p samo ako q”.

Definicija 6.4 Ekvivalencija iskaza p i q je iskaz p⇔ q (,,p ako i samo ako q”).
Taqan je ako p i q imaju jednake istinitosne vrednosti – oba su taqna ili su oba
netaqna. U ostalim sluqajevima je netaqan.
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Glava 7

Formalni sistemi

7.1 Osnovni pojmovi

Formalni sistem (formalna teorija) S je ure�ena qetvorka S = (A, For, Ax,Rules),
pri qemu:

1. Azbuka A je najvixe prebrojiv skup simbola. Req je konaqan niz simbola iz
date azbuke.

2. Neki podskup skupa svih reqi je skup formula For. Pri tom je dat i postupak
pomo�u kog se odre�uje da li je neka req formula ili ne.

3. Skup aksioma Ax je neki podskup skupa svih formula.

4. Dat je konaqan skup pravila izvo�eǌa Rules. Ako su A1, A2, . . . , An−1, An bilo
koje formule, tada pravilo izvo�eǌa α (du�ine n) odluquje da li iz formula
A1, A2, . . . , An−1 sledi formula An. U potvrdnom sluqaju pixemo

α :
A1, A2, . . . , An−1

An

.

Ka�emo i da je An direktna posledica formula A1, A2, . . . , An−1.

Definicija 7.1 Konaqni niz formula A1, A2, . . . , An nekog formalnog sistema je
izvo�eǌe ili dokaz ako za svaku formulu Ai va�i da je ili aksioma ili je direktna
posledica nekih prethodnih formula tog niza (po nekom pravilu izvo�eǌa).

Definicija 7.2 Formula A je teorema ako postoji izvo�eǌe A1, A2, . . . , An tako da
je An = A. Pixemo ⊢ A.

Definicija 7.3 Formula A je posledica skupa formula Γ ako postoji niz formula
A1, A2, . . . , An tako da je An = A i ako za svaku formulu Ai va�i da je ili aksioma
ili jedna od formula skupa Γ ili je direktna posledica nekih prethodnih formula
tog niza (po nekom pravilu izvo�eǌa). Pixemo Γ ⊢ A.
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Glava 8

Predikatska logika

8.1 Jezik predikatske logike

Ukoliko posmatramo iskaze
,,Za svaki ceo broj x postoji ceo broj y takav da je x+ y = 5”
,,Za svaki element u skupu X postoji element u skupu Y koji ga deli.”

uvide�emo da ih ne mo�emo izraziti jezikom iskazne logike. Tako�e, ukoliko
bismo �eleli da formalizujemo neku matematiqku teoriju (npr. da formalnim
jezikom zapixemo Peanove aksiome) iskazna logika ne bi bila dovoǉna. Razlog
le�i u tome xto se iskazna logika bavi time kako su jednostavni iskazi povezani
logiqkim veznicima, dok samo znaqeǌe tih jednostavnih iskaza nije bitno. Da
bi se prevazixla ova prepreka uvedena je predikatska logika koja je znaqajno
izra�ajnija od iskazne logike. Glavna razlika predikatske logike u odnosu na
iskaznu jeste uvo�eǌe univerzalne i egzistencionalne kvantifikacije. Dodatno,
vodi se raquna i o samoj semantici (znaqeǌu) iskaza uvo�eǌem funkcijskih i
relacijskih struktura.

Elementi jezika predikatske logike su:

� skup promenǉivih Var (promenǉive �emo obiqno oznaqavati sa x, y, z, . . . );
� logiqki veznici: ¬,∧,∨,⇒,⇔;
� kvantifikatori ∀ i ∃;
� interpunkcijski znaci (zarez, leva i desna zagrada): , ( ) ;
� znak jednakosti =;
� skup funkcijskih (ili operacijskih) simbola Fun (obiqno �emo ih oznaqa-
vati sa f, g, h, . . . );

� skup relacijskih (ili predikatskih) simbola Rel (obiqno �emo ih oznaqavati
sa p, q, r, . . . );

� skup konstanti Const (obiqno �emo ih oznaqavati sa a, b, c, . . . ).

Relacijski i funkcijski simboli imaju svoju du�inu koja je prirodan broj
n > 0 i koja se naziva i arnost relacije ili funkcije. Oznaqavamo je sa ar.
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Glava 9

Bulove algebre

9.1 Definicija i primeri Bulovih algebri

Bulove algebre uveo je �or
 Bul1 sredinom XIX veka sa idejom da logiku i ǌene
zakonitosti prevede na jezik algebre. Prvobitni naziv za teoriju Bulovih al-
gebri bio je upravo algebra logike. Vremenom su Bulove algebre primeǌene na
xirok spektar disciplina, od teorije skupova do statistike, pri qemu je naj-
va�nija oblast primene raqunarstvo i informatika. U ovom poglavǉu da�emo
definiciju, osnovna svojstva i najpoznatije primere Bulovih algebri.

Definicija 9.1 Algebarska struktura B = (B,⋎,⋏,′ , 0, 1), gde je B ̸= ∅, 0, 1 ∈ B, ⋎
i ⋏ su binarne a ′ je unarna operacija na skupu B, je Bulova algebra ukoliko su
zadovoǉene slede�e aksiome:

A1: x⋎ y = y ⋎ x,

A2: x⋏ y = y ⋏ x,

A3: x⋎ (y ⋏ z) = (x⋎ y)⋏ (x⋎ z),

A4: x⋏ (y ⋎ z) = (x⋏ y)⋎ (x⋏ z),

A5: x⋎ 0 = x,

A6: x⋏ 1 = x,

A7: x⋎ x′ = 1,

A8: x⋏ x′ = 0,

A9: 0 ̸= 1.

za svako x, y, z ∈ B.

1George Boole (1815-1864), engleski matematiqar i filozof
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Dodatak A

Grejovi kodovi

Grejove kodove je prvi put opisao Frenk Grej1 (po kome su kasnije ovi kodovi i
dobili ime) koji je 1953. patentirao2 ǌihovu upotrebu za dekodiraju�e diskove
(tzv. dekodere). Dekoder predstavǉa toqak sa koncentriqnim trakama i provod-
nom qetkom koja mo�e da oqita broj traka pod odre�enim uglom. Ideja je bila
da se svakom od 2n razliqitih uglova pridru�i jedinstven n-bitni binarni broj
(videti sliku A.1).

Slika A.1: Dekoder koji koristi 3-bitni binarni kod

Na slici A.1 mo�emo primetiti da se binarne reprezentacije susednih uglova
razlikuju u jednom bitu na odre�enoj poziciji. Ova osobina predstavǉa glavnu
karakteristiku Grejovih kodova i qini ih pogodnim za upotrebu u detekciji gre-
xaka i kontroli pozicija rotacionih elemenata. U sluqaju dekodera, ukoliko
kod susednih uglova do�e do ,,nagle” promene broja traka, tj. ukoliko se binarne
reprezentacije susednih uglova razlikuju u bitovima na vixe razliqitih pozi-
cija to �e ukazati na potencijalnu grexku. Grejovi kodovi danas imaju znaqajnu
primenu i u teoriji grafova, kao i u dizajnu logiqkih kola (pogledati sekciju
9.6).

Oznaqimo sa Bn skup svih binarnih nizova du�ine n. Primetimo da je |Bn| = 2n.
U nastavku dajemo formalnu definiciju Grejovih kodova.

1Frank Gray (1887-1969), ameriqki fiziqar i istra�ivaq
2Patent ”Pulse Code Communication”
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Dodatak B

RSA algoritam

Kriptografija je nauka qiji je osnovni zadatak razvoj procedura kojima se quva
tajnost poruka, tj. obezbe�uje se da poruke budu qitǉive samo onima kojima su
nameǌene. Preciznije, ukoliko poruka treba da stigne od poxiǉaoca do primaoca
preko nesigurnog komunikacionog kanala, zadatak kriptografije je da onemogu�i
da prilikom dostave poruka bude proqitana i od strane tre�eg lica, tzv. pro-
tivnika. Ideja je da se originalna poruka procesom xifrovaǌa uqini nepre-
poznatǉivom za sve sem za poxiǉaoca i primaoca. Primalac kasnije uz pomo�
kǉuqa procedurom dexifrovaǌa dolazi do originalne poruke. Xifrovaǌe i
dexifrovaǌe podrazumeva primenu specijalno odabranih matematiqkih funkcija.
Odabir pogodnih funkcija temeǉi se na rezultatima teorije brojeva, stoga
teorija brojeva predstavǉa sr� moderne kriptografije.
Sa razvojem internet tehnologija raste i znaqaj kriptografije kao nauqne dis-
cipline. Danas se kriptografija koristi za obezbe�ivaǌe sigurne komunikacije
putem interneta, kao i za pru�aǌe autentiqnosti u digitalnim komunikacijama
generisaǌem tzv. digitalnog potpisa. U ovom poglavǉu bi�e predstavǉen jedan
od najpoznatijih i najpouzdanijih algoritama za bezbedno slaǌe podataka, tzv.
RSA algoritam.

RSA (Rives-Shamir-Adleman) algoritam za kriptovaǌe izumeli su Ron Rivest, Adi
Xamir i Len Adleman 1977. godine, pa je ovaj algoritam dobio naziv po poqetnim
slovima prezimena ǌegovih autora. RSA algoritam je prvi i najqex�e korix�eni
algoritam za xifrovaǌe koji koristi javni kǉuq. Poxiǉalac poruku xifruje
primenom javnog kǉuqa a primalac dobijenu poruku dexifruje uz pomo� privatnog
kǉuqa, dok ostali dobijaju besmisleni tekst. Javnost kǉuqa za xifrovaǌe znaqi
da bilo ko mo�e xifrovati poruku uz pomo� tog kǉuqa, me�utim, dexifrovaǌe
mo�e izvrxiti samo onaj ko poseduje privatni kǉuq. U nastavku �emo opisati
proces generisaǌa javnog i privatnog kǉuqa i da�emo postupak xifrovaǌa i
dexifrovaǌa u RSA kriptosistemu.

Generisaǌe javnog i privatnog kǉuqa sastoji se iz slede�ih koraka:

korak 1: biraju se dva velika prosta broja p i q i raquna se proizvod n = pq;

korak 2: raquna se φ(n), gde je φ Ojlerova funkcija;
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